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PROMOCIJAS DARBA VISPĀRĒJS RAKSTUROJUMS 

Tēmas aktualitāte 

Informācijas teorija pēta informācijas pārraidi, apstrādi, ieguvi un izmantošanu. Abstraktā 

veidā informāciju var uzskatīt par nenoteiktības risinājumu [1]. Šobrīd dažādās pasaules 

valstīs publiskie un privātie uzņēmumi krāj dažāda veida informāciju un izmanto stohastisko 

modelēšanu šīs informācijas analīzei, lai noteiktu sagaidāmo procentu likmju termiņstruktūru, 

valūtu kursus, inflācijas līmeni, elektrības pieprasījumu dažādos laika posmos, atvasināto 

finanšu instrumentu cenas u. c. Tas nepieciešams, lai aprēķinātu optimālo valdības parāda 

līmeni, veiktu finanšu risku ierobežošanu, krājumu modelēšanu un dažādu finanšu aktīvu 

cenu noteikšanu. Iepriekšminētās informācijas apjoms [2] nepārtraukti palielinās, un 

mūsdienās prognožu izstrādātāji saskaras ar apjomīgu datu daudzumu. Šo datu apstrādes 

metodes var kavēt lēmumu pieņemšanu. Līdz ar to ir nepieciešami ātri informācijas apstrādes 

algoritmi, kas balstās uz neparametriskajiem modeļiem. Promocijas darbā ir izveidotas 

iteratīvas prognozēšanas procedūras, kas balstītas uz kopulveidīgajām [55] regresijām.  

Mūsdienās ir svarīgi prognozēt finanšu aktīvu un makroekonomisko datu nākotnes 

vērtības. Viens no pazīstamākajiem prognozēšanas instrumentiem ir Boksa–Dženkinsa (Box 

and Jenkins, 1970 [93]) autoregresīvais integrētais slīdošā vidējā (ARIMA) modelis. Bet 

Boksa–Dženkinsa metodoloģijai ir arī trūkumi, piemēram, netiek ņemtas vērā aktīvu 

ienesīgumu sadalījuma “smagās astes” un “augstās virsotnes” (leptokurtic). Mūsdienās, veicot 

prognozēšanu finanšu jomā, nākas saskarties ar datiem, kas ir heteroskedastiski. Laikrindu 

svārstības nav stacionāras – pastāv straujas izmaiņas dažādos laika intervālos. Tādējādi 

atbildīgajam speciālistam būtu jālieto prognozēšanas metodes, kas ir spējīgas reaģēt uz datu 

svārstību izmaiņām un sērijveida korelācijām. Hestons [70] bija viens no pirmajiem, kurš 

nodarbojās ar stohastisko svārstību modeļiem un piedāvāja aprakstīt dispersijas procesu ar 

atsevišķu stohastisko vienādojumu, bet nav pievērsis uzmanību modeļa atbilstības pārbaudei 

reālajiem datiem. Promocijas darba aktualitāti nosaka fakts, ka pasaulē šobrīd ir izstrādātas un 

prognozēšanai tiek lietotas daudzas un dažādas programmpaketes, kas aprēķina arī prognozes 

kļūdu, parasti ar maksimālās ticamības metodi, bet pārbaude, vai šīs kļūdas sadalījumam ir 

izpildīti stabilitātes nosacījumi – momenti var mainīties laikā – pārsvarā netiek veikta [3]. 

Tādēļ pieprasījums pēc prognozēšanas metodēm, kā arī dažādu atvasinātu finanšu instrumentu 

cenu noteikšana, kas ir piemērota darbam ar sērijveida korelēto datu dinamiku, liecina par 

promocijas darba tēmas aktualitāti. 

Promocijas darba mērķis un uzdevumi 

Promocijas darba mērķis ir izstrādāt riska prognozēšanas modeļu izveides metodes un 

algoritmus, ņemot vērā novērojumu kļūdu atlikumu nelineāro sakarību. Darbs risina 

praktiskas problēmas, kas parādās finanšu analīzē: kā atrast patieso vērtību atvasinātajiem 

finanšu instrumentiem, ieskaitot iespēju līgumus (opcijas); kā uzbūvēt kopulas funkciju, ar 



 6 

kuru varētu aprakstīt dažādu finanšu risku ietekmi uz atvasinātā finanšu instrumenta cenu; kā 

noteikt aktīva vērtības svārstību amplitūdu, iestājoties lielai nenoteiktībai finanšu tirgū. 

Mērķa sasniegšanai izvirzīti šādi uzdevumi: 

 izstrādāt autoregresīvo modeļu uzbūves metodi, balstītu uz kopulas sakarībām; 

 izstrādāt metodi atlikumu korelācijas iekļaušanai stohastiskā diferenču vienādojumā un 

pāreju uz nepārtraukto laiku, kā arī izpētīt šī vienādojuma stacionaritāti; 

 izstrādāt Hestona modeļa diskretizācijas metodi; 

 ieviest korelācijas korekciju nepārtraukta laika nosacītas dispersijas D. Nelsona riska 

vadības modelī; 

 izpētīt novērojumu kļūdu korelācijas ietekmi uz Bleka–Šoulza modeļa parametriem un 

pārrēķināt riska ierobežošanas koeficientus. 

 Pētījuma objekts un priekšmets 

Pētījuma objekts ir laikrindas. Galvenais pētījuma priekšmets ir novērojumu kļūdas 

nosacītā dispersija. 

Pētījuma metodes 

Darba pētījuma metodes izriet no formulētās problēmas, t. i., modeļiem, kas ļautu analizēt 

datus ar autokorelācijām atlikumos. Piedāvātās metodes, tādas kā lineāras regresijas atlikumu 

ar nestacionāro variāciju analīze, Nobela prēmijas laureāta R. Engles metode (ARCH 

modelis), nosacītās variācijas GARCH modeļu difūzijas aproksimācijas J. Carkova metode, uz 

kopulām bāzēta nelineārās regresijas konstruēšanas metode un Nobela prēmijas laureātu 

R. Mertonas un M. Šoulsas risku vadības un ierobežojuma metode ir tās, kas veido bāzi 

promocijas darba uzdevumu izpildei. Imitāciju aparāta izstrādei lietoti vispārpazīstamie 

stohastiskie modeļi, kuriem pievienotas aktīvu ienesīgumu autokorelācijas. Imitācijas aparāts 

ir darbības kopums, kas nepieciešams, lai veiktu piedāvāto modeļu statistisko aprobāciju, t. i., 

ar lielu skaitu atkārtojamo operāciju parādītu konverģenci uz teorētiskajām vērtībām. 

Formulēto problēmu risināšanai ir piedāvāts izmantot divu faktoru afīnu modeli, kuram 

pirmais faktors ir aktīva cena, otrais – aktīva cenas svārstīgums. Sekmīgai iegūto modeļu 

apstrādei un rezultātu reprezentācijai veikta izmantojamo imitācijas modeļu diskrētā 

reprezentācija un kopulas konstruēšana. Iegūtie modeļi lietoti finanšu tirgus datiem, 

izmantojot Matlab programmpaketi. Tātad – promocijas darbā lietotas varbūtību teorijas un 

matemātiskās statistikas metodes, optimizācijas teorijas un imitācijas modelēšanas metodes. 

 Darba zinātniskais jaunievedums 

Promocijas darba rezultāts: 

1) autoregresīva prognozēšanas modeļa uzbūve bez pieņēmumiem par racionālo cerību 

un prognozēšanas kļūdu atklāto formulas veidu; 
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2) atlikumu korelācijas iekļaušana diskrētā laika modeļos, pārejot uz nepārtraukto laiku, 

ļauj uzbūvēt precīzāku prognozēšanas un risku aprēķināšanas modeli. 

 Darba praktiskā nozīmība 

Piedāvāto metodi un algoritmu autoregresīvo modeļu konstruēšanai diskrētajā laikā var 

izmantot risku analīzei un prognozēšanai pie pietiekami liela stacionāras izlases apjoma. 

Promocijas darba rezultāti attiecībā uz korelācijas korekcijas ieviešanu ļauj precīzāk 

novērtēt stacionāra stāvokļa sasniegšanas laiku un sadalījumu izveidotajai riska komponentes 

dispersijai. 

Promocijas darba praktiskie rezultāti: 

 akciju VIX indeksam ir izveidota prognoze, balstoties uz Hestona modeļa diskrēto 

reprezentāciju; 

 atrasta neparametriskā regresija VIX indeksam, kas ļauj izdarīt jaunas uzlabotās 

prognozes; 

 izveidots enerģētisko iekārtu prognozēto darbības trūkumu modelēšanas algoritms, kas 

nodrošina iespēju paredzēt iekārtas drošību;  

 ņemot vērā ienesīgumu autokorelāciju, izstrādāta Tesla Motors Inc akciju cenas 

noteikšanas metode. 

Aizstāvēšanai izvirzītās tēzes 

1. Radītais kopulveidīgo regresiju konstruēšanas algoritms ļauj izveidot autoregresīvu 

prognozēšanas modeli, kurā nav pieņēmumu par racionālu matemātisko cerību un 

prognozēšanas kļūdu sadalījuma veidu. 

2. Diskrētā laika modeļos iekļauta atlikumu korelācija, tādējādi pārejot uz nepārtrauktu 

laiku, kas ļauj precīzāk konstruēt prognozēšanas modeli un aprēķināt risku. 

 Darba rezultātu aprobācija 

Darba aprobācija veikta, prezentējot iegūtos rezultātus 14 starptautiskās zinātniskās 

konferencēs un semināros, publicējot 10 zinātniskos rakstus starptautiskos zinātniskos 

izdevumos. Izstrādātās metodes kopš 2008. gada lieto Latvijas Republikas Valsts kase un 

kopš 2012. gada – AS Swedbank. 
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299. lpp. Iekļauts Scopus datubāzē. 
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10. Matvejevs A., Fjodorovs J., Pavlenko O. “Testing Heston Model Consistency and 

Evaluation of Parameters Thought Reprezentation in Discrete Time”//  Journal of 

Applied Mathematics, 2011, Volume IV, pp. 265–272, ISIN: 1337-6365. Iekļauts 
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Konferences 

1. An. Matvejevs, J. Fjodorovs, O. Pavlenko “Testing Heston Model Consistency and 

Evaluation of Parameters Thought Reprezentation in Discrete Time” 10th 

International Conference on Applied Mathematics – APLIMAT 2011 in Bratislava, 

Slovakia, February 3–5, 2011. 

2. An. Matvejevs, J. Fjodorovs “Copula Based Semiparametric Regression Models” 16th 

International Conference on Mathematical Modelling and Analysis, May 26–29, 2011, 

Sigulda, Latvia. 

3. An. Matvejevs, J. Fjodorovs “The Impact of Serial Correlation on Financial Active 

Pricing and Risk Hedging” 17th International Conference on Mathematical Modelling 

and Analysis, June 6–9, 2012, Tallinn, Estonia. 
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5. J. Fjodorovs “Modeling Stohastic Proceses Using Copula Approach” RTU 

International Conference, October, Riga, Latvia, 2011. 



 9 

6. J. Fjodorovs “Copula Based GARCH(1,1) Models” 18th International Conference on 

Mathematical Modelling and Analysis, May 27–31, 2013, Tartu, Estonia. 

7. An. Matvejevs, J. Fjodorovs “Pricing of Financial Actives with Serial Correlation in 

Returns” RTU 53rd International Scientific Conference, October 11–12, Riga, Latvia, 

2012. 

8. An. Matvejevs, J. Fjodorovs “Copula Based Semiparametric Regressive Models” 12th 

International Conference on Applied Mathematics – APLIMAT 2013 in Bratislava, 

Slovakia, February 5–7, 2013. 

9. An. Matvejevs, J. Fjodorovs “Revaluation of Estimated Option Prices Using GARCH 

Processes with Most Preferable Properties” RTU 54th International Scientific 

Conference, October 14–16, 2013, Riga, Latvia. 
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11. J. Fjodorovs “Simulation of Option Prices Using GARCH Processes for 
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Promocijas darba struktūra 

Darbā ir ievads, četras nodaļas, rezultāti un secinājumi, literatūras saraksts un pieci 

pielikumi. Kopā – 134 lappuses. Darbā iekļauti 40 attēli, septiņas tabulas, literatūras sarakstā 

ir 94 avoti. 

Ievadā ir pamatota veikto pētījumu aktualitāte, formulēts darba mērķis un uzdevumi, 

uzskaitītas promocijas darba izstrādē lietotās pētniecības metodes, aprakstīta pētījuma 

zinātniskā novitāte un iegūto rezultātu praktiskā nozīmība, kā arī izklāstīta darba rezultātu 

aprobācija. 

Pirmajā nodaļā “Finanšu laikrindas un sērijveida korelācijas” izstrādāts Hestona modeļa 

diskretizācijas algoritms, kas varētu būt piemērots dažādu stohastisko modeļu pārveidošanai 

diskrētajā laikā. Tā rezultātā modeļu stacionaritāti un atbilstību izlases datiem ir iespējams 

izpētīt ar zināmām metodēm, ko izmanto ARIMA klases modeļu pētīšanai. Aprobējot 

piedāvāto metodi uz ASV akciju opciju svārstīguma indeksiem VIX, var pārliecināties par 

Hestona modeļa rezultātu atbilstību reālajiem datiem, pirms tiek pieņemts lēmums par 

noteiktas opcijas pirkšanas/pārdošanas darījumu. Papildus šajā nodaļā ir aprakstīti pētāmo 
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objektu datu iegūšanas veidi, prognozēšanas būtība un ARIMA modeļu jēdziens, veidi un 

stacionaritātes nosacījumi. 

Otrajā nodaļā “Neparametriskās regresijas un to uzdošanas veids ar kopulām” definēts 

neparametrisks Markova modelis un izstrādāts šī modeļa pārejas blīvumu atrašanas 

paņēmiens, izmantojot Arhimēda tipa kopulas. Ar šo paņēmienu ir iespējams pārveidot 

Markova modeli kopulas telpā (kur Markova ķēde ir kompakta), kas savukārt ļauj izmantot 

varbūtību teorijas robežteorēmas un veikt diferenču vienādojumu aproksimāciju ar difūzijas 

vienādojumiem. Rezultātā var pārskatīt vairāku atvasināto finanšu instrumentu cenas 

noteikšanas formulas un koriģēt tās, balstoties uz finanšu tirgus datiem. Šajā nodaļā kā 

piemērs ir izveidota Markova kopulveidīga neparametriskā regresija VIX indeksa datiem. 

Turklāt ir uzbūvēta kopula GARCH(1, 1) modeļa svārstīgumam, balstoties uz dažiem 

nosacījumiem par šī modeļa parametriem un marginālo sadalījumu. 

Trešajā nodaļā “GARCH(p, q) modelis ar autokorelētajiem atlikumiem un opciju 

pārcenošanas vienādojums” ar Markova modeli, kurā ir izdalīts korelācijas koeficients, 

pārveidoti GARCH(1, 1) modeļa atlikumi. Izmantojot minēto modeli, tika pārveidots Bleka–

Šoulza (Black–Scholes) opciju cenošanas modelis un ar to saistītie opciju jutīguma mēri 

(Option Greeks). Jaunā formula ļauj precīzāk novērtēt cenas, ņemot vērā “smagās astes” 

aktīvu ienesīgumu. Turklāt izmantotās metodes lietderības pārbaudei veikta GARCH(1, 1) 

konverģences uz stacionaritāti un gamma sadalījumu pārbaude, ņemot vērā korelācijas 

koeficientu. Iepriekš minēto problēmu risināšanai tika veikta imitācijas modelēšana Matlab 

Simulink vidē. 

Ceturtajā nodaļā “Autokorelācijas izmantošana opciju cenas noteikšanai” ir izskatīta 

autokorelācijas iekļaušanas metode, balstoties uz Tesla Motors Inc. akciju opciju cenu 

noteikšanas tehniku un veicot Montekarlo imitācijas sagaidāmajam svārstīgumam un opciju 

pārcenošanu. Konstruētā sistēma palīdz veidot savu skatījumuu uz finanšu tirgus situāciju, 

opciju cenām un izdarīt pamatotu lēmumu attiecībā uz akciju vai opciju pirkšanu/pārdošanu. 

Pēdējā nodaļa apkopo promocijas darba rezultātus un secinājumus. 
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1. TEORĒTISKĀ MODEĻA DEFINĪCIJA UN MODEĻU 

ATLIKUMU AUTOKORELĀCIJU APRAKSTS 

 

Viens no mūsdienīgas ekonometrijas pamatuzdevumiem ir laikrindu {𝑿𝒕, 𝒕 ∈ 𝒁} analīzes 

metožu attīstība ar autoregresīvo modeļu palīdzību, neveicot iepriekšējus pieņēmumus par 

fāzes koordinātes nosacītās matemātiskās cerības atkarības formu no laikrindas iepriekšējās 

vērtības. 

Galvenais iemesls tendencei atteikties no tradicionāliem lineāriem modeļiem ir tādas 

gadījuma lielumu vērtības, kurām nav Normālā sadalījuma rakstūra, bet tomēr tās apraksta 

reālo modeļu uzvedību. 

Laikrindu analīzē galvenā uzmanība tiek pievērsta datu struktūras pētījumiem, aprakstam 

un/vai modelēšanai [3]. Šādu pētījumu mērķis parasti ir plašāks nekā vienkārši eksistējošu 

procesu analīze un modelēšana. Izveidotais modelis parasti tiek izmantots laikrindas 

ekstrapolācijai vai prognozēšanai, un šajā gadījumā prognozes kvalitāte var kalpot kā vērtīgs 

kritērijs alternatīvu modeļu izveidē. Laba modeļa izveide nepieciešama arī citiem 

lietojumiem, piemēram, sezonālo efektu korekcija un nogludināšana [4]. Visbeidzot, 

izveidotie modeļi var tikt izmantoti garu novērojumu rindu statistiskajai modelēšanai lielu 

sistēmu, kurām laikrinda ir ieejas informācija, pētījumos. 

Ņemot vērā ekonomisko rādītāju mērījumu kļūdas un gadījuma fluktuāciju esamību, kas 

raksturīga novērojumu sistēmām, laikrindu pētījumos plaši tiek lietota varbūtību teorijas un 

matemātiskās statistikas pieeja. Šo zinātņu ietvaros novērojamā laikrinda tiek uztverta kā kāda 

gadījuma procesa realizācija. Tiek pieņemts, ka laikrindai ir noteikta struktūra, tādējādi tā 

atšķiras no neatkarīgu gadījuma lielumu virknes, jo novērojumi nav pilnīgi neatkarīgu 

skaitlisku vērtību kopa. (Dažus laikrindas struktūras elementus, piemēram, trendu un ciklus, 

dažreiz iespējams atklāt jau vizuāli grafikā.) Parasti tiek pieņemts, ka rindas struktūru var 

aprakstīt ar modeli, kam, salīdzinot ar novērojumu skaitu, ir neliels parametru skaits. Tas ir 

svarīgi praktiskos lietojumos, lai izveidoto modeli varētu izmantot prognozēšanai. Šādu 

modeļu piemēri ir autoregresijas modeli AR(p), slīdošā vidējā modeli MA(q), kā arī to 

kombinācijas – modeļi ARMA(p, q) un ARIMA(p, k, q) [3]. 

Daudzos zinātnieku darbos, analizējot un modelējot makroekonomiskos rādītājus, kas 

raksturo inflācijas, ārējās tirdzniecības, procentu likmju, valūtas kursu u. c. procesus, tika 

novērotas vispārīgas likumsakarības apskatāmo modeļu gadījuma atlikumu (prognozes kļūdu) 

uzvedībā: to lielās un mazās vērtības grupējas klasteros vai sērijās, t. i., mierīgo un nemierīgo 

stāvokļu periodi mijas [7]. Turklāt tas nerada to stacionaritātes un homoskedastitātes (t. i., 

kļūdu sadalījuma vienmērības) traucējumus salīdzinoši garos laika intervālos, t. i., hipotēze, 

ka dispersija ir konstanta, nebija pretrunā ar eksperimentālajiem datiem [8]. Ar ARMA 

modeļiem šo fenomenu neizdevās izskaidrot, tāpēc bija nepieciešama tajā laikā zināmo 

modeļu modifikācija. 
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1.1. att. Statistisko modeļu konstruēšanas algoritms. 

Šādu modifikāciju pirmo reizi piedāvāja R. Engle [6], kurš aplūkoja atlikumus kā nosacīti 

heteroskedastiskus, t. i., saistītus ar autoregresīvu atkarību. Viņš izstrādāja ARCH(q) modeli, 

kuram arī sastopamas daudzas modifikācijas, no tām pazīstamākā ir GARCH(p, q). 

Līdz ar to informācijas nepietiekamība par sadalījuma likumu neļauj izskaitļot iepriekš 

minēto nosacīto matemātisko cerību analītiski kādas funkcijas veidā ar nezināmiem 
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parametriem un reducēt problēmu līdz mazāko kvadrātu metodes novērtēšanai, kā tas ir 

pieņemts Gausa teorijā.  

 

 

1.2. att. Datu apstrādes modeļu izklāsts. 

1.2. attēlā ir izveidota blokshēma, kas apraksta esošo modeļu (pa vidu) spējas un 

promocijas darbā izstrādātos šo modeļu papildinājumus. Shēmai ir ilustratīvā nozīme. Mērķis 

ir paradīt izstrādāto modeļu/algoritmu vietu kopējā modelēšanas jomā. Lineāra regresija, 

ARIMA un GARCH(p, q) ir klasiskie piemēri no matemātiskās statistikas, kas ļauj veikt 

prognozēšanu, pamatojoties uz trendu. Savukārt promocijas darbā izveidotie modeļu 

papildinājumi palīdz uzlabot dažādu procesu imitācijas un prognozēšanas spējas, t. i., ļauj 

aprakstīt procesus ar sērijveidā korelētajiem atlikumiem (ieviešot atlikuma korelācijas 

koeficientu), kā arī veidot modeļus, balstoties uz dažāda tipa kopulām, kas apraksta ne tikai 

normāli sadalītus datus, bet arī datus ar “smagām astēm” un “augstām virsotnēm”. Tāda 

pieeja imitāciju1 modeļa ietvaros atļauj prognozēt gadījumus ar mazu iestāšanās varbūtību 

biežāk nekā normālais sadalījums (sk. augstākminēto diagrammu 1.1. attēlā “Statistisko 

modeļu konstruēšanas algoritms”). Līdz ar to uzlabojas (tiek precizēti) dažādi aprēķini 

finansēs, ekonomikā, enerģētikā u. c.  

Hestona modelis un tā pārveidošana diskrētajā laikā 

Šī darba nolūks ir sniegt priekšstatu par ARIMA modeļu lietojumiem, lai veiktu 

nepārtraukto Markova procesu reprezentāciju diskrētā laika gadījumā. Kā zināms, katru 

nepārtrauktu Markova procesu var uzskatīt par diskrēta Markova procesa robežgadījumu, un 

Kolmogorova difūzijas vienādojumu atrisinājumus var aproksimēt ar Kolmogorova 

                                                 
1 Ar vārdu “imitācija” autors saprot Montekarlo modelēšanu, t. i., noteiktas formas modeļu izstrāde, kas varētu 

dot labākus rezultātus procesa aprakstīšanai un prognozēšanai. 

Piedāvātais  analīzes 
un prognozēšana rīks

Pieņemtie statistiskie 
analīzes/modelēšanas 

rīki

Galvenie trūkumi: modeļu 
novērtējumu atlikumi ir 

korelēti

Finanšu un 
makroekonomiskie 

procesi (valūtu kursi, 
procentu likmes, IKP, 

vērtspapīru cenas 
u. c.)

Liels novērojumu 
apjoms

(nav zināmi 
sadalījuma 
parametri)

ARIMA un/vai 
GARCH(p, q)

Ir ieviests atlikumu 
korelācijas 
koeficients 

Lineāra regresija
Kopulveidīgas

attiecības
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diferenciālo vienādojumu atrisinājumiem [25]. Šis pieņēmums ļauj diskretizēt nepārtrauktos 

modeļus ar mērķi noteikt parametrus, pārbaudīt stacionaritāti utt. 

Turpmāk tiks apskatīts Hestona svārstību modelis. Šī metode ir pielāgota, lai dotu 

intuitīvu izpratni par Hestona modeli ne tikai tehniski, bet arī tādā līmenī, lai nākamās sadaļas 

būtu vieglāk uztveramas. Nepieciešamībās gadījumā sīkākas tehniskās detaļas var atrast, 

izmantojot attiecīgās atsauces. 

Hestons [71] piedāvāja šādu modeli: 

    
1d d d ,t t t t tS S t V S W       (1.1.) 

                       2d d d ,t t t tV k V t V W                          (1.2.) 

1 2d d d ,t tW W t   

kur {St}t≥0 un {Vt}t≥0 ir attiecīgi cenas un svārstīguma procesi. {Wt
1}t≥0, {Wt

2}t≥0 ir korelēti 

Brauna kustības procesi (ar korelācijas parametru ρ), μ ir determinēta bezriska procentu 

likme. {Vt}t≥0 ir atgriešanās procesa vidējās vērtības kvadrātsakne, kas pirmo reizi izmantota 

Koksa, Ingersola un Rosa darbā [27], ar ilgtermiņa vidējo vērtību θ, standartnovirzi σ un 

atgriešanos pie vidējā koeficientu k, ρ ir definēts kā difūzijas svārstības. Visi parametri k, μ, θ, 

σ ir laika un stāvokļu homogēni. 

Tāpēc ir jāatrod diskrētā Hestona modeļa reprezentācija un jāpiemeklē iespējamais 

ARIMA klases modelis, lai, izmantojot laikrindu tehniku, pārbaudītu hipotēzi par 

heteroskedastiskā efekta eksistenci modeļa atlikumos. Pretējā gadījumā nav pamatojuma 

izmantot Hestona modeli izvēlētai finanšu instrumenta cenai. Promocijas darbā iepriekš 

minētie jautājumi ir apskatīti, balstoties uz reāliem datiem.  

VIX indeksa modelēšana ar Hestona modeli 

Aplūkosim piemēru, kurā ir apvienota Hestona modeļa diskrētā reprezentācija ar ARIMA 

modeļa pielāgošanas/testēšanas metodi. Analizēsim VIX – akciju tirgus svārstīguma indeksa – 

ikdienas datus no 2007. gada 27. marta līdz 2010. gada 21. oktobrim. VIX ir tirgus 

instruments, kas novērtē bāzes akciju tirgus indeksā S&P 500 ietverto nenoteiktību 30 dienām 

uz priekšu. Spēja pilnvērtīgi interpretēt VIX kustības un tā vērtības reakciju uz notikumiem 

tirgū var sniegt investoriem neapšaubāmas priekšrocības tirdzniecības portfeļa 

riska/ienesīgumu pārvaldībai, kā arī palīdzēt izstrādāt portfeļa stratēģijas, izmantojot 

atvasinātos finanšu instrumentus, balstoties uz VIX pozīcijām. Rezultātā tas ļauj maksimizēt 

savu peļņu no VIX un S&P 500 indeksa korelācijas, kas mainās laikā. 

1.3. attēlā var redzēt, ka VIX laikrindai ir nestacionaritātes pazīmes, it īpaši īsos laika 

intervālos. Turklāt ir redzamas dažas tendenču izmaiņas 2008. gada oktobrī. Laikrindas 

autokorelācijas dažādiem laika intervāliem samazinās lineāri, kas ir tipiska nestacionāro rindu 

pazīme. Tādējādi, lai izlīdzinātu datus, ir nepieciešams izvēlēties pirmo diferenci. Šī jaunā 

sērija DVIX ir nosacīti heteroskedastiska. Jaunizveidotajai laikrindai pēc Dikija–Fullera testa 

rezultātiem nav vienības saknes, un, balstoties uz autokorelāciju rezultātiem, var izvēlēties 

atbilstošu modeli  AR(1) ar ARCH(2) atlikumiem. Savukārt laikrindas stabilitātes tests (Čou 
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pārtrauktu punktu tests) uzrāda režīmu maiņu 2008. gada oktobrī. Tāpēc tika nolemts analizēt 

datus tikai pēc 2008. gada oktobra, izveidojot jauno laikrindu. 

 

 

 
      

1.3. att. VIX akciju indeksa vēsturiskā dinamika. 

 

Jaunajai rindai apskatāmajā periodā ir skaidri redzama tendence. Līdz ar to laika tendence 

(trends) tiek izslēgta, un tālāk analizēta jaunā laikrinda vix2 laika periodā no 2008. gada 

10. oktobra līdz 2010. gada 21. oktobrim: 

12 .t t tvix vix vix       (1.3.) 

Darbā iegūtā sistēma no Hestona modeļa diskretizācijas ir aptuveni vienāda ar AR(1) 

modeli ar GARCH-М(1, 0) atlikumiem, kur kvadrātiskā dispersija ar fiksēto koeficientu 0,5 ir 

iekļauta AR(1) vienādojumā lielumam vix2t. 

Izmantojot programmpaketi WINRATS, ir novērtēti parametri laikrindai vix2t šādā formā:  

2

1

1

2 16,743 0,5 0,954 2 ;

;

5,9934 0,04138979 .

t t t t

t t t

t t

vix V vix

v V

V V





       

 


 

        (1.4.) 

Diskrētā Hestona modeļa reprezentācija ir piemērota, lai atrisinātu problēmu, saistītu ar 

stohastiskā modeļa atbilstību finanšu laikrindai. Turklāt ARIMA tehnikas izmantošana 

Hestona modeļu parametru novērtēšanā pamatīgi vienkāršo šo procesu, modeļa diskretizācija 

vienkāršo parametru novērtēšanas problēmu. Tomēr, ņemot vērā iepriekšminētos 

vienādojumu koeficientus, VIX datu modelēšana un attiecīgi indeksa nākotnes līmeņu 

prognozēšana, izmantojot Hestona modeli, ne vienmēr ir korekta. Tādējādi stohastiskā 

Hestona modeļa diskretizācijas pieeju var izmantot arī citu līdzīgu stohastisko 

diferenciālvienādojumu atbilstības pārbaudei reālajiem datiem (1.4. att. un 1.5. att.).  
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1.4. att. VIX indekss un modeļu prognozētas vērtības. 

 

1.5. att. VIX indekss un modeļu salīdzinošās prognozes. 

Līdz ar to var secināt, ka stohastisko modeļu pārveidošana diskrētajā laikā dot iespēju 

noteikt modeļa atbilstību novērojumu datiem, kas savukārt palielina prognozes precizitāti. 

Pirmās nodaļas kopsavilkums 

1. Autoregresijas modeļu klase (ARIMA) neapraksta pilnīgi visus procesus mehānikā un 

tautsaimniecībā. Līdz ar to ir jēga iekļaut korelācijas parametru atlikumus, lai efektīvi 

samazinātu prognozēšanas kļūdas. 

2. Tika izveidots Hestona modeļa pārveidošanas algoritms, kas precizē prognozes 

heteroskedastiskajiem procesiem.   
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2. NEPARAMETRISKĀS REGRESIJAS UN TO UZDOŠANAS 

VEIDS AR KOPULĀM  

Nelineārās laikrindas identificēšanas iespēja, izmantojot nosacītās vidējās vērtības un 

nosacītās dispersijas neparametriskus novērtējumus, ir minēta vairākos rakstos (skat., 

piemēram, [31]). Parasti analizē stacionāro laikrindu {𝒙𝒕, 𝒕 ∊ 𝒁} regresīvo modeļu atkarības 

struktūru, kas ir noteikta ar invariantu marginālo sadalījumu un kopulas funkciju, kas ģenerē 

procesa laika atkarību. Kā norādīts [31], tas ļauj nodalīt laika atkarību (piemēram, “astes” 

atkarību) no laikrindu marginālā sadalījuma uzvedības (piemēram, “smagas astes”). Vēl viena 

šī veida regresīvas metodes priekšrocība ir iespēja piemērot varbūtību teorijas robežteorēmu 

pārejai no diferenču vienādojuma uz nepārtraukta laika stohastisko diferenciālvienādojumu 

[32], [33]. 

Šajā darbā kopulu klase tiek lietota, pamatojoties uz neparametrisko stacionāro Markova 

modeli skalāra diferenciālvienādojuma formā: 

1 1 1: ( , ) ( , ) ,t t t t tt Z X X f X g X                   (2.1.) 

kur { , }t t Z   ir i. i. d. (identiski vienādi sadalīti) pēc N(0, 1), un ε ir neliels pozitīvs parametrs, 

kas tiks izmantots regresijas (2.1. vienādojums) difūzijas aproksimācijai. Regresija (2.1. 

vienādojums) tiek bieži lietota imitāciju veikšanai un stohastiskā svārstību modeļa [32] 

parametru novērtēšanai. Bet diemžēl Markova ķēde, kas ir noteikta ar 2.1. vienādojumu, nav 

kompakta fāzes telpā, kas apgrūtina varbūtību teorijas robežteorēmu lietošanu. Kopulas 

metodes palīdz vienkāršot 2.1. vienādojuma asimptotisko analīzi.  

Atgādināsim, ka, lai uzbūvētu kopulu C(u, v) pārim {Xt–1, Xt} no 2.1. vienādojuma, ir 

nepieciešams atrast Xt marginālo invariantu sadalījumu F(x) un ievietot to jauktā sadalījuma 

funkcijā H(x, y) = P(Xt–1 ≤ x, Xt ≤ y), kur C(u, v) = H(F–1(u), F–1(v)) un H(x, y) = 

C(F(x), F(y)). Ņemot vērā mazā parametra ε esamību, pēc Ut = F(Xt) aizvietošanas 2.1. 

vienādojumā par turpmāku difūzijas aproksimāciju var uzskatīt diferenču vienādojumu tādā 

pašā formā kā 2.1. vienādojumu: 

1 1 1: ( , ) ( , ) .t t t t tt Z U U f U g U                    (2.2.) 

Tas ļauj vieglāk formulēt pārejas varbūtības uzbūvi un turpmāk iegūt funkciju 𝒇̂(𝒖) un 

𝒈̂(𝒖) novērtējumus. 

Pēc 2.2. vienādojuma difūzijas aproksimācijas ir iespējams veikt inverso aizvietošanu un 

iegūt stohastisko vienādojumu kā 2.2. vienādojuma difūzijas aproksimāciju. 
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Kopulu meklēšana nelineāriem procesiem enerģētikā un gadījuma procesa 

noteiktās robežas sasniegšanas laika sadalījuma imitēšanas algoritms 

Kopulu un kopulveidīgo regresijas uzbūves algoritmu (2.1. attēls) izmantošana paver 

iespējas atrast gadījuma rakstura procesus ne tikai finansēs, bet arī pārējā tautsaimniecībā, 

piemēram, promocijas darba gaitā tika uzbūvēts algoritms, kas palīdz izveidot imitācijas 

modeli enerģētikā. Tāds modelis ļauj veidot iekārtu maksimālās noslodzes algoritmus. Šajā 

gadījumā tiek modelēts procesa noteiktās robežas sasniegšanas laika sadalījuma imitēšanas 

algoritms. 

Tādējādi darbā analizēti vēsturiskie iekārtu parametru darbības novērojumi (skat. Y līniju 

2.2. attēlā). Lai iekārtas strādātu efektīvi un būtu agrīni signāli iespējamiem traucējumiem 

nākotnē, var noteikt līmeni, pēc kura ir jēga sākt primārās darbības. Kā rezultāts mūs interesē 

iekārtu stabila darbība. Šo stabilo darbību var raksturot maza svārstīguma procesi, bet reālajā 

dzīvē atkarībā no laika apstākļiem parametru vērtības var būtiski atšķirties. Tieši tāpēc radās 

ideja imitēt šo parametru iespējamās novirzes. Līdz ar to promocijas darba mērķis ir noteikt 

robežu atļautajām novirzēm un atrast algoritmu, kas imitēs šo definēto līmeni. Ir skaidrs, ka 

mums ir darīšana ar heteroskedastiskajiem procesiem. Šī iepriekšminētā procesa Y 

modelēšanā var lietot ARIMA-GARCH pieeju, bet kopulu izmantošana procesa modelēšanā 

akcentē īpatsvaru tieši uz kritiskajiem momentiem (retajiem notikumiem). 

 
2.2.  att. Novērojumu Y laikrinda. 

 

 

2.3. att. (a) Divdimensiju blīvuma funkcijas zīmējums Y datiem (netransformētiem uz R[0, 1]); (b) 

divdimensiju blīvuma funkcijas zīmējums Y, transformētiem uz R[0, 1] datiem. 

 

a

. 

b

. 
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Līdz ar to tika veikta kopulveidīgas regresijas meklēšana Y laikrindai ar mērķi veidot 

imitāciju parametra noteiktas vērtības sasniegšanai vai noteiktas robežas sasniegšanai. 

Pētījuma nolūkam tika izmantoti ikdienas novērojumi no 31.12.2000. līdz 31.12.2015. 

Savukārt kopulas meklēšana procesam Y tika veikta, balstoties uz 2. nodaļā aprakstīto 

algoritmu. Izmantojot Matlab programmu, tika uzbūvēti blīvuma funkcijas zīmējumi.    

Kā redzams 2.3. attēlā (a), laikrindai Y ir “izlēcēji”.  

Tas padara marginālo sadalījumu meklēšanas uzdevumu ļoti sarežģītu. Balstoties uz 

Kolmogorova–Smirnova testu, tika veikta dažādu statistisko sadalījumu pārbaude. Rezultātā 

labākais no lietotajiem sadalījumiem tika izveidots kā jauktais sadalījums – viena datu daļa 

labi aprakstāma ar eksponenciālo sadalījumu, otra – ar vienmērīgo.  

1

1 , ,
( )

( ) , ,

x

T

e x T
F x

H x T e T x T





  
 

   
    (2.3.) 

1

1

,
Te

H
T T






     (2.4.) 

kur T – laikrindas lielums, T1 – laikrindas lielums bez “izlēcējiem”.  

Līdz ar to, ņemot vērā uzbūvēto marginālo sadalījumu, Y laikrindas dati tika transformēti 

vienmērīgā sadalījumā (R[0, 1]). Kā zināms, svarīgs posms šajā pētījumā ir izvēlēties datiem 

atbilstošu kopulu. Šajā pētījumā tika izskatītas standartizētas kopulas – Gumbeļa, Franka, 

Normālā un T. Dažādos rakstos ir minēti vairāki paņēmieni, kā pārbaudīt kopulas atbilstību 

datiem – AIC un BIC kritēriji, χ2 kritērijs un Kolmogorova–Smirnova kritērijs. Primārā 

kopulas izvēle tika veikta, balstoties uz Kolmogorova–Smirnova testu (2.1. tabulu).   

2.1. tabula 
Kolmogorova–Smirnova tests (KS attālums) 

Kopula KS vērtība 

Franka kopula 0,67 

Gumbeļa kopula 0,65 

Normālā kopula 0,18 

T kopula 0,70 

 

1, 2, 1, 2,
,

max ( , ) ( , ) ,KS n i j i j
i j

D C U U C U U      (2.5.) 

kur ),( ,2,1 jin UUC
 
– izlases kopula un 1, 2,( , )i jC U U  

– teorētiskās kopulas. 

Ņemot vērā KS testa rezultātus, varam secināt, ka vislabākā kopula Y laikrindai ir Normālā 

kopula. Bet Normālā kopula faktiski veido lineāru sakarību starp gadījuma lielumiem. 

Savukārt šajā pētījumā esam ieinteresēti imitēt retos Y laikrindas lēcienus, kas ir signāls 

iespējamajiem iekārtu traucējumiem. Lai īstenotu tieši šo prasību, ir jāņem kopula, kas 

apraksta asimetrisko atkarību – Gumbeļa kopula. Balstoties uz šo kopulu, atrodam 

neparametriskās regresijas koeficentus (funkcijas) f un g. Gumbeļa kopulai nevar izmantot 

inverso funkciju ar mērķi atgriezties pie pamatvienādojuma. Strādājot ar tāda veida kopulām, 

ir jāizmanto speciāli algoritmi, lai atgrieztos vajadzīgā vienādojuma formā. 
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Turpmāk, lai izmantotu iegūto modeli, ir nepieciešams pārbaudīt tā atbilstību datiem, 

salīdzināt arī ar pārējiem modeļiem. Bet, ņemot vērā nestacionāro datu raksturu (Y laikrinda), 

īpaši brīžos, kad ir novērojami lēcieni, klasiskā veidā ARIMA modeļi nav izmantojami, un 

atrasto neparametrisko modeli ar Gumbeļa kopulu var aprobēt ar imitācijas palīdzību.  

2.2. tabulā ir attēlots algoritms neparametriskās kopulveidīgas regresijas uzbūvei, kas 

palīdz risināt gadījuma procesu imitācijas uzdevumus (ar heteroskedastisku dabu). Šis 

algoritms ļauj imitēt heteroskedastiskus gadījuma procesus un atrast laika intervāla 

sadalījumu šī procesa noteiktās robežas sasniegšanai. Tas ir ļoti svarīgi enerģētikā (noteiktas 

robežas sasniegšana), piemēram, iekārtu darbībā – var pasargāt no bojājumiem un ļaut laikus 

sagatavoties iespējamajiem traucējumiem. 

2.2. tabula 

Gadījuma procesa noteiktās robežas sasniegšanas imitācijas algoritms 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

5.2. Konstruē histogrammu 
( ){ , 1,..., }kn k N un atrod sadalījumu 

5.1. Veic iterācijas (*) N reizes līdz 

y(tn) ≥ F(Γ)
 
un pēc katras iterācijas 

atceras n(k)

  

5. Sadalījuma atrašana laikam τ(x, Γ) sasniegt 

robežu Xn = Γ  
ar Montekarlo imitācijām 

1( ,z) ( , );n nC y P Y y Y z    

4. Iterācijas procedūras uzbūve nt  
ar mazo parametru 0.01h 

 
2

1( ) ( ) ( ( )) ξ σ( ( )) , ξ (0,1);n n n n n ny t y t h m y t y t h N            
(*)

 
0(0, ), , ( , ) inf{ 0, }

(0) ( ), ( , ) inf{ 0, ( ) ( )}

n

n n

x X x x n X

y F x x t y t F

        

     




 

 

3. Neparametrisko regresiju novērtēšana, izmantojot kopulu: 
2 2

2σ ( ) ( ) ( );d ( )d σ( )d ( )z m z m z z m z t z w t   
1

1

0

( ) ( / ) ( , z)d ;n nm z E Y Y z yp y y   
 

 

2. Kopulas un to parametru atrašana
 

1( ,z) ( , );n nC y P Y y Y z    

1. Marginālo sadalījumu konstruēšana
 

{ } { ( )}, [0,1];n n n nX Y F X Y  
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Līdz ar to, uzbūvējot algoritmu kopulveidīgajām regresijām un ņemot vērā noteiktās 

robežas sasniegšanas laika imitācijas procedūru, kas aprakstīta 2.2. tabulā (soļi 1–4), ir 

modelēts process Y ar Gumbeļa kopulu un neparametrisko regresiju. Kā redzams 3.4. attēlā, 

izveidotā modeļa imitācijas rezultāts ir tuvs laikrindas Y vērtībām. Būtībā imitācijas reaģē uz 

procesa svārstībām. Tas dod iespēju izmantot šo modeli laika sadalījuma novērtēšanai. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.4. att. Vēsturiskās un modelētās (Y) vērtības energokompānijas iekārtu parametru darbībai. 

Strādājot ar kopulām, nedrīkst ignorēt dažus faktus. Piemēram, nav viegli noteikt, kura 

parametru kopula vislabāk atbilst noteiktai datu kopai, jo dažas kopulas labāk atbilst netālu no 

centra un citas pie sadalījuma “astēm”, un daudzām kopulām nav momentu, kas ir tieši saistīti 

ar Pīrsona korelāciju, tās ir grūti salīdzināmas ar finanšu modeļiem, balstītiem uz korelāciju. 

Otrās nodaļas kopsavilkums 

Izstrādātais algoritms nelineāro (neparametrisko) uz kopulām bāzēto Markova modeļu 

uzbūvei ļauj modelēt dažāda veida atkarības – uz sadalījuma centra vai “astēm”. Pie tam šajā 

nodaļā ir aprakstīta kopulas GARCH(1, 1) uzbūve un parametru noteikšana nelineārajiem 

modeļiem.    

Nodaļā arī uzsvērts, ka kopulas izvēle var ietekmēt algoritma realizāciju. Dažām kopulām 

nav inversas transformācijas, kas samazina minētā algoritma realizācijas ātrumu.       
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3. GARCH(p, q) MODELIS AR AUTOKORELĒTIEM 

ATLIKUMIEM UN OPCIJU PĀRCENOŠANAS 

VIENĀDOJUMS 

Mezins [60] atklāja sakarību starp finanšu aktīva cenas svārstīgumu, finanšu aktīva 

ienesīguma svārstīgumu un finanšu aktīva ienesīguma autokorelācijas koeficientu. Viņa 

iegūtais analītiskais atrisinājums reducējas uz labi zināmās Bleka–Šoulza opciju līguma cenas 

noteikšanas formulas speciālu gadījumu aurokorelētiem finanšu aktīvu ienesīgumiem. Mezina 

rakstā tika konstruēts ietvars logaritmiski normāli sadalītai finanšu aktīvu cenai S ar sērijveidā 

korelētiem ienesīgumiem un iegūts analītiskais opciju līguma cenas noteikšanas modelis, kas 

ļauj iegūt precīzu risinājumu šī finanšu aktīva atvasināto finanšu instrumentu līguma vērtības 

noteikšanai. Ietvars tika konstruēts normāli sadalītam gadījuma procesam x, kuram lnS = X un 

kura autokorelētie pieaugumi ξ ir ar svārstīgumu σ2 un autokorelācijas koeficientu ρ. Abu 

parametru novērtējumus ir iespējams iegūt no vēsturiskiem datiem. Atsakoties no heiristiskas 

pieejas, ir iespējams izmantot robežteorēmas, ko piedāvāja Carkovs [50], un iegūt stohastiskā 

diferenciālvienādojuma aproksimāciju nepārtrauktam laikam, kas ir izteikta kā difūziju 

aproksimācija. 

Turpmāk ir aprakstīts viens no paņēmieniem, kā asimptotiskās metodes izmantot reālajā 

dzīvē – pārcenot opcijas un ar to saistītos finanšu risku jutīguma parametrus (mērus).  

Vienkāršākais matemātiskais modelis, kas apraksta akciju cenas S izmaiņas un iekļauj 

pieņēmumu par sērijveida autokorelācijām akcijas ienesīgumos, vienlaikus izpildoties parasti 

izmantojamam nosacījumam par riska neitrālo varbūtības mēru P, var tikt pierakstīts šādā 

formā: 

 2

1 11 ,t t tS S y           (3.1.) 

kur yt ir Gausa gadījuma virkne ar vidējo vērtību nulle un dispersiju viens.  

Ja tiek pieņemts, ka gadījuma novērojumi ir neatkarīgi, tad var rakstīt, ka yt ir AR(1) 

process (Markova process):  

2

1 11 ,t t ty y          (3.2.) 

kur {ζ}t, Eζt, = 0, Eζt
2 = 1 ir neatkarīgas un vienādi sadalītas Gausa virknes.  

Lai izmantotu Carkova [50] iegūtos rezultātus, apzīmēsim  xt: = St  un pārrakstīsim 3.1. 

vienādojumu šādā formā:  

2

1 1 .t t t t tx x y x x           (3.3.) 

No šī rezultāta izriet, ka maziem ε 3.3. vienādojumu var aproksimēt ar vektoru sadalījumu 

{X(t1), X(t2), …, X(tn)}, ko nosaka ar šāda Ito stohastiskā diferenciālvienādojuma atrisinājuma 

palīdzību: 

         d d d .X s a X s s X s s      (3.4.) 

Atrisinot 3.4. vienādojumu, iegūsim stohastiskā diferenču vienādojuma (3.3. vienādojums) 

nepārtrauktā laika aproksimāciju difūzijas procesa formā, kas apmierina Ito stohastisko 

diferenciālvienādojumu: 
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        2d d 1 2 d ,S t S t k t S t k t        (3.5.) 

 
1

: Corr , .
1

t m t

m

k y y







 


  

Veicot ievietošanu, iegūstam gala vienādojumu: 

       2 1
d d d .

1 1
S t S t t S t t

  
     

  
      (3.6.) 

Opciju pārcenošanas vienādojums 

Eiropas tipa call (tiesības pirkt akcijas) opciju līguma cenas noteikšana akcijām ar 

autokorelētiem ienesīgumiem un tirgus riska jutīguma parametru modifikāciju var veikt, 

balstoties uz iepriekšminētajiem rezultātiem.  

Tagad iegūsim formulu Eiropas tipa call opciju līguma cenas noteikšanai gadījumā, ja 

akcijas cenas process S(t) apmierina stohastisko 4.6. diferenciālvienādojumu. Eiropas tipa call 

opciju līgumam robežnosacījumi ir 𝑪(𝑺(𝑻), 𝑻) = 𝐦𝐚𝐱⁡(𝑺(𝒕) − 𝑲, 𝟎) un⁡𝑪(𝟎, 𝒕) = 𝟎. 

Izmantojot standarta paņēmienus, iegūstam:  

            2

1 2, exp ,C S t t S t N d K k T t N d              (3.7.) 

kur 

 
   

  

2 2

1

1
log 1 2

2
,

1 2

S t
k k T t

K
d

k T t

   
         
  
  

 

un 

  2 1 1 2 ,d d k T t     

kur N(d1) un N(d2) ir standartnormālā sadalījuma kumulatīvās funkcijas. 

 

 

3.1. att. Call opciju līguma vērtība dažādiem korelācijas koeficientiem. 
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 Opciju riska jutīguma mēru (Option Greeks) pārrēķins 

Tagad ir iespējams iegūt formulas, lai aprēķinātu call opciju līguma cenas jutīgumu pret 

izmaiņām pamatparametros. Eksistē daudzi riska mēri, ko bieži apzīmē ar grieķu alfabēta 

burtiem, bet, lai ilustrētu autokorelācijas problēmu, apskatīsim visbiežāk izmantotos – delta, 

vega, ro un gamma. 

Šie rādītāji ir ļoti svarīgi finanšu risku vadībā. Katrs rādītājs ir opciju portfeļa vērtības 

izmaiņu jutīguma mērs pret noteiktu finanšu tirgus faktoru. Tādējādi portfelis varētu tikt 

pārbalansēts attiecībā pret noteiktu riska komponenti (procentu likme, valūtu kurss, akciju 

cena u. c.), lai iegūtu noteiktu atklātu pozīciju pret definēto risku. Šos radītājus ir ļoti viegli 

izrēķināt, balstoties uz Bleka–Šoulza formulu, līdz ar to tie ir ļoti svarīgi atvasināto finanšu 

instrumentu tirgotājiem, īpaši tiem, kas vēlas ierobežot portfeļa cenu risku pret pēkšņām 

finanšu tirgus izmaiņām. Pārsvarā izmanto risku ierobežošanas rādītājus, kas mēra jutīgumu 

pret pamataktīva cenas izmaiņām, kā arī atvasināto finanšu instrumentu laiku līdz termiņa 

beigām un svārstīgumu. Riska rādītāji pret pašiem delta, vega un gamma nav īpaši izplatīti. 

Turklāt portfeļu menedžeri īpaši neņem vērā opcijas cenu jutīgumu pret bezriska procentu 

likmju izmaiņām, jo šis risks nav būtisks. Visi izmantojamie Greeks rādītāji ir pirmās kārtas 

(delta, vega un ro) un otrās kārtas atvasinājumi no opcijas cenas. 

Delta, Δ, ir Eiropas tipa opciju līguma cenas C pirmās kārtas atvasinājums pēc pamata 

aktīva cenas S un opcijas cenas izmaiņu mērs pret pamataktīva izmaiņām: 

)()),(( 1dN
S

C
ttS 




  

 

3.2. att. Call opciju līguma delta parametra vērtība dažādiem korelācijas koeficientiem 

Kā redzams 3.1. un 3.2. attēlā, opciju līguma cenas jutīgumu būtiski ietekmē pamataktīva 

ienesīguma autokorelācija. Ja autokorelācija pastāv, tad atkarībā no tās zīmes opciju līguma 

pārdevējs var pārvērtēt vai nepietiekami novērtēt tirgus risku, kā rezultātā var veidoties 

neparedzami zaudējumi vai pat iestāties finanšu institūcijas maksātnespēja. Pārējie riska mēri 

ir aprakstīti promocijas darbā (liela loma šeit ir arī pamataktīva ienesīguma autokorelācijai).  
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Stacionāra atrisinājuma sadalījuma funkcijas pārbaude un konverģences 

sasniegšanas laika aprēķins fiksētām parametru vērtībām 

Nākamais solis, kas ir jāiekļauj promocijas darbā, ir 3.4. vienādojuma atrisinājuma un 

attiecīgi iegūtā 3.5. vienādojuma stabilitātes pārbaude. Ja nav iespējams iegūt stacionāro 3.5. 

vienādojuma atrisinājumu un parādīt, ka tas ir neatkarīgs no korelācijas koeficienta vērtības, 

tad iegūtās formulas Eiropas tipa call opciju līguma cenas un riska mēru (Greeks) aprēķinam 

atrisinājums nav stabils, bet ir lokāls, un to nevar izmantot risku vadībā. 

 2

2

ln( ) ln 4 E{| (0) | }
( ) .

( )

z
T

 
 

 
         (3.8.) 

3.8. formula apraksta konverģences uz stacionāro atrisinājumu 𝒙̂(𝒕) sasniegšanas laiku. 

Līdz ar to, izmantojot 3.8. formulu, kas ir atkarīga no ρ, ir iespējams atrast konverģences 

sasniegšanas laiku, kā arī to, ka, sākot ar konverģences brīdi, stacionārajam atrisinājumam ir 

jābūt sadalītam pēc gamma sadalījuma.  

 

 

  

3.3. att. Eσ2 un σ2 processa imitācija Matlab Simulink vidē. 
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Lai izveidotu stacionārā atrisinājuma stabilitātes pētīšanu atkarībā no korelācijas 

koeficienta vērtībām un to atbilstību pārbaudi gamma sadalījumam, tika veikta teorētiska 3.5. 

vienādojuma imitācija Matlab Simulink vidē (3.3. attēlā). Tika izveidotas 5000 novērojumu 

virknes, lai aprēķinātu un turpmāk salīdzinātu teorētiskus un empīriskus momentus, 

pārbaudītu Kolmogorova testu gamma sadalījumam, kā arī noteiktu 3.5. vienādojuma 

konverģences laiku.  

3.1. tabula 

Empīrisko un teorētisko momentu salīdzināšana 

Rādītāji 

Empīriskais σ2 

Teorētiskais σ2 

5000 imitācijas 
Pēdējās 100 

imitācijas 

Vidējais 1,00493 0,99748 1,00010 

Dispersija 0,00570 0,00459 0,00513 

 

Kā redzams 3.1. tabulā, dažādas kārtas momentiem nav būtisku atšķirību no gamma 

sadalījuma. Šajā gadījumā tika fiksēti 3.8. vienādojuma un gamma sadalījuma parametri. Tad 

tika veiktas imitācijas, mainot ρ vērtības no 0 līdz 1, kā rezultātā tika iegūti dažādi 

konverģences laiki. 

Ņemot vērā Nelsona [34] rezultātus, ka stacionārajiem atrisinājumiem ir jābūt sadalītiem 

pēc inversā gamma sadalījuma, tika veikts Kolmogorova tests, lai pārbaudītu hipotēzi par 

gamma sadalījumu. Tādējādi šie testi (3.8. vienādojums) ir  empīrisks pierādījums. Lielākajā 

daļā gadījumu hipotēze par gamma sadalījumu netika noraidīta.  

 

3.4. att. Laiks līdz konverģencei uz gamma sadalījumu dažādiem korelācijas koeficientiem. 

Kā redzams 3.4. attēlā, pie korelācijas koeficienta vērtībai 0,5|z(t)|2 konverģence uz 

stacionāro atrisinājumu ar iepriekšdefinētu precizitāti ε < 0,1 ir ātrāka nekā pie korelācijas 

koeficienta vērtības 0,9. Bet konverģence tika sasniegta visām ρ vērtībām. Tas nozīmē, ka 

3.7. vienādojumu var izmantot, lai novērtētu cenu finanšu aktīvam ar autokorelētiem 

ienesīgumiem un noteiktu atbilstošo risku mēru vērtības. 
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Trešās nodaļas kopsavilkums  

Darbā ir izstrādāts nepārtraukta laika difūzijas modelis akciju ienesīgumiem ar sērijveida 

korelāciju. Pēc tam tika iegūta formula Eiropas tipa call opciju līguma cenas noteikšanai 

gadījumam, ja opciju līgums ir izrakstīts akcijai ar autokorelētiem ienesīgumiem, un parādīts, 

ka pat nelielas sērijveida korelācijas rezultātā pastāvošā paredzamība var radīt būtiskas 

novirzes no Bleka–Šoulza formulas rezultātiem. Tālāk tika izvestas formulas Eiropas tipa call 

opcijas cenas jutīguma mēriem un parādīts, ka finanšu risku vadībā plaši izmantotie opciju 

līgumu hedžēšanas parametri ir atkarīgi no pieņēmumiem par pamatinstrumenta ienesīgumu 

korelāciju. Šo pieeju var izmantot arī diskrēta laika diferenču vienādojumu sistēmām 

gadījumos, kad svārstīgums ir stohastisks vai to modelē ar GARCH procesu. 
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4. Autokorelācijas izmantošana opciju cenas noteikšanai 

Pagājušajā gadā notika diskusijas par opciju līgumu ar ļoti mazu izpildes iespēju (deep out 

of the money) raksturu [44]. Daži eksperti uzskata, ka dažādu aktīvu cenas apdrošināšanas 

pārdošana (opciju līgumu pārdošana) un loterijas biļešu pārdošana nodrošina pozitīvu 

ilgtermiņa atdevi dažādos investīciju sektoros. Finanšu tirgū ir pazīstamas daudzas dažādas 

stratēģijas, kas apraksta apdrošināšanu un loterijas. Galvenais jautājums ir, vai investori var 

uzlabot savus ilgtermiņa ieņēmumus, pērkot vai pārdodot apdrošināšanu un loteriju, 

respektīvi, veicot finanšu investīcijas, kurām ir apdrošināšanas vai loterijas raksturs. Atbilde ir 

atkarīga no tirgus cenu asimetrijas jeb no tā, kādā veidā investori novērtē cenu asimetriju 

attiecībā pret vidējo vērtību. Ja lielākā daļa investoru sagaida pozitīvu asimetrijas koeficientu, 

tad investīcijas ar pozitīvi asimetrisku peļņu tiecas uz augstāku cenu un nodrošina zemus 

ilgtermiņa ienākumus. Cenu svārstības gan kreisajā astē (apdrošināšana), gan labajā astē 

(loterijas biļetes) paaugstina ilgtermiņa ienākumus. Turpretim uz opciju līgumiem balstītās 

risku apdrošināšanas ar mazām varbūtībām pret finanšu katastrofām pirkšana un loterijas tipa 

investīciju ar augstu svārstīgumu uzturēšana rada zemus ilgtermiņa ienākumus.  

Tālāk autors vēlas ieteikt veidu [46], [47], kā analizēt opciju līgumu peļņu un riskus, 

balstoties uz apgabalu nelinearitāti (GARCH modelis), izmantojot Tesla Motors Inc. akciju 

cenu dinamiku. Galvenā ideja ir izmantot autokorelācijas efektu stohastiskajā diferenču 

vienādojumā (kas izteikts caur difūzijas aproksimāciju ar stohastiskām svārstībām, kas ir 

aprakstītas GARCH(1, 1) formā) nepārtrauktā laika tuvinājumā.  

4.1. tabula 

Tesla Motors Inc. akciju opcijas pārcenojums 

Opcijas cena Bleka–Šoulza formula Piedāvātā pieeja 

Opcijas termiņš 1 gads 1 gads 

Izpildes cena 380 USD 380 USD 

Svārstīgums 57 % 35 % 

Gada % likme 1 % 1 % 

Cena 5,22 USD 1,36 USD; ja ρ = 0,2 

  102,5 USD; ja ρ = 0,9 

 

Rezultāti 4.1. tabulā var palīdzēt pieņemt lēmumu vērtspapīru portfeļa pārvaldniekam, 

riska analītiķim vai jebkurai citai personai, kas piedalās opciju līgumu pārdošanā. Kā redzams 

4.1. tabulā, opciju līgumu cenas jaunais novērtējums ar zemu autokorelācijas koeficientu 

Tesla Motors Inc. akcijām ir zemāks nekā finanšu tirgū piedāvātais. Šis rezultāts nav spēkā, ja 

tiek izmantota liela autokorelācijas koeficienta vērtība. Maza autokorelācijas koeficienta 

gadījumā vienādojums (4.7) ar GARCH(1, 1) procesa svārstību novērtējumu iesaka pārdot 

Tesla Motors Inc. Eiropas tipa call līgumu, jo tā cena finanšu tirgū ir novērtēta pārāk augstu.  
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Ceturtās nodaļas kopsavilkums  

Esam ieguvuši Tesla Motors Inc. Eiropas tipa call opciju līguma cenas novērtējumu, 

ņemot vērā peļņas un svārstīguma autokorelācijas koeficientu. Šie rezultāti liecina, ka pat ar 

sliktām prognozēšanas iespējām, izmantojot autokorelācijas koeficientu, iegūtie rezultāti ir 

būtiski atšķirīgi no Bleka–Šoulza formulas. Tātad Eiropas tipa call opciju līgumu pārdošana 

varētu būt ienesīga, pareizi novērtējot peļņas un svārstīguma autokorelācijas koeficientu, kā ir 

parādīts Tesla Motors Inc. gadījumā, un Ilmannena [44] hipotēzi noraidīt nevar. Tādējādi ir 

praktiski nodemonstrēts autokorelācijas iekļaušanas algoritms opciju cenas aprēķināšanā, kas 

labāk aprēķina opciju prēmijas un ļauj tās mainīt, nemot vērā situāciju finanšu tirgū.  
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PROMOCIJAS DARBA REZULTĀTI UN SECINĀJUMI 

Promocijas darba mērķis ir izstrādāt riska prognozēšanas modeļu uzbūvēšanas metodes un 

algoritmus, ņemot vērā novērojumu kļūdu atlikumu nelineāro sakarību. Metodes būtība ir 

modeļu konstruēšana, ņemot vērā atlikumu korelācijas, ievērojot “smagās astes” un “augstās 

virsotnes” izlases sadalījumos. Tādai neparametrisko modeļu uzbūves metodei, izmantojot 

kopulu blīvuma funkcijas nosacītos momentus, ir plašs lietojums finanšu, makroekonomisko 

un apdrošināšanas laikrindu prognozēšanā. Korelācijas izdalīšana modeļu atlikumos un tālāka 

modeļu novērtēšana ļauj precīzāk noteikt atvasināto finanšu instrumentu cenas. 

Promocijas darba mērķis ir sasniegts, plānotie uzdevumi izpildīti. Iegūti šādi rezultāti: 

1) definēts neparametrisks Markova modelis, izstrādāts šī modeļa blīvumu atrašanas 

paņēmiens, izmantojot Arhimēda tipa kopulas; 

2) ar Markova modeli, kurā izdalīts korelācijas koeficients, ir pārveidoti GARCH(1, 1) 

modeļa atlikumi un ieviesta atlikumu korelācijas iekļaušanas metode; 

3) izstrādāta Hestona modeļa diskretizācijas metode; 

4) otrajā punktā izmantotās metodes lietderības pārbaudei veikta GARCH(1, 1) 

konverģences pārbaude uz stacionaritāti un gamma sadalījumu, ņemot vērā korelācijas 

koeficientu; 

5) izmantojot modeli ar autokorelācijas korekciju (2. punkts), tika pārveidots Bleka–

Šoulza opciju cenošanas modelis un ar to saistītie opciju jutīguma mēri (Option 

Greeks). Šī pieeja ļauj precīzāk izvērtēt cenas, ņemot vērā aktīvu ienesīguma “smagās 

astes”. Veikts autokorelācijas ieviešanas metodes apkopojums, balstoties uz Tesla 

Motors Inc. akciju opciju noteikšanas tehniku un veicot Montekarlo imitācijas 

sagaidāmajam svārstīgumam, kā arī opciju pārcenošanu. Noteiktā sistēma palīdz 

pilnīgāk izzināt finanšu tirgus situāciju, opciju cenas un izdarīt pamatotus lēmumus 

attiecībā uz akciju vai opciju pirkšanu vai pārdošanu. 

No rezultātiem izrietošie galvenie secinājumi: 

1) stohastisko modeļu pārveidošana diskrētajā laikā dod iespēju noteikt modeļa atbilstību 

novērojumu datiem, kas savukārt palielina prognozes precizitāti; 

2) nelineārie (neparametriskie) uz kopulām bāzētie Markova modeļi ļauj modelēt dažāda 

veida atkarības – uz sadalījuma centru  vai “astēm”; 

3) GARCH(1, 1) modeļa ar autokorelētajiem atlikumiem konverģence uz stacionāro 

atrisinājumu ir atkarīga no korelācijas koeficienta vērtības – jo šī vērtība lielāka, jo 

vājāka ir konverģence;  

4) modeļu atlikumu korelāciju novērtēšana palīdz noteikt atvasināto finanšu instrumentu 

cenas. 

Promocijas darbā izvirzītās tēzes ir apstiprinātas. 

Darba aprobācija veikta, prezentējot darba rezultātus 14 starptautiskās zinātniskās 

konferencēs un semināros, publicējot 10 zinātniskas publikācijas starptautiskos zinātniskos 

izdevumos, lietojot metodes Latvijas Republikas Valsts kasē kopš 2008. gada. Izstrādātās 

metodes dažādu finanšu risku pārcenošanai lieto AS Swedbank kopš 2012. gada. 
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