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Anotacija

Darba ir pétiti dazadi signalu diskretizacijas un atjaunoSanas pan€mieni ar mérki

izstradat teorétisku pamatojumu pienémumam, ka signalus ar laika mainigu spektralo sastavu

precizi var reprezent€t ar nolasém, kuru izvietojumu laika nosaka signala aktivitate — jo

straujak mainas signals (jo lielaka lokala frekvence), jo biezak tiek nemtas nolases, un otradi —

jo lenak mainas signals (jo mazaka lokala frekvence), jo lielaki ir laika intervali starp secigdm

nolasem.

*

Merka sasniegSanai tika izvirziti uzdevumi:
izpéetit literatiira sastopamas signalu diskretizacijas metodes;
izstradat un parbaudit teoriju un metodes signalu signalatkarigai diskretizacijai un
atjaunosanai.

Saistiba ar izvirzitajiem uzdevumiem autors:
ieguvis paplasinato Furjé rindu periodisku signalu izversei trigonometrisku funkciju
rinda ar laika mainigam frekvencém;
formulgjis paplasinato nolasu teorému signalu diskretizacijai saskana ar brivi izvéletu
monotoni augosu funkciju;
izstradajis signala maksimalas momentanas frekvences noteikSanas metodes ar merki tas
pielietot signalu signalatkarigai diskretizacijai saskana ar paplasinato nolasu teorému;
formulgjis pietieckamo nosacijumu signalu precizai atjaunoSanai no laika nevienmérigi
izvietotam nolasém pat tad, ja maksimalais laika intervals starp secigam nolaseém
parsniedz Naikvista soli;
izstradajis formul&tajam nosacijumam atbilsto$as signalu atjaunoSanas metodes;
veicis izstradato metozu simulacijas MATLAB vidé un sniedzis iegiito rezultatu
novertejumu un secinajumus;
izstradajis signalatkariga analogs-ciparu parveidotaja iespiedplati, kas darbojas pec
Itmenu-skérsojumu diskretizacijas principa.

Darbs ir izstradats Elektronikas un datorzinatnu institiita Valsts petijumu programmas

“Informacijas tehnologiju zinatniska baze” projekta Nr.3 “Originalu signalu apstrades
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Annotation

In this thesis different signal sampling and reconstruction methods are studied with the
aim of developing a theoretical justification for the assumption that the signals with time-
varying spectral content can be accurately represented by samples obtained in signal-
dependent way with more samples taken at high frequency regions and less samples — at low
frequency regions.

Several objectives were set to fulfill the aim of the research:

+ investigate different sampling methods found in literature;

+ develop theory and methods for signal-dependent sampling and reconstruction.

The main results of this research are as follows:

v an extended Fourier series for analysis of signals with time-varying spectral content is
proposed;

v an extended sampling theorem for signal-dependent sampling according to the
maximum instantaneous frequency of the signal is proposed;

v different methods for estimation of the maximum instantaneous frequency of the signal
are developed;

v a sufficient condition for perfect reconstruction of the signals from irregular samples is
obtained, which allows the distances between consecutive samples to exceed the
Nyquist step;

v several signal reconstruction methods from irregular samples are developed and verified
by numerical simulations on different signals.

The doctoral thesis is the result of the research carried out at the Institute of
Electronics and Computer Science within the framework of the State research program
“Scientific basis of information technologies” project No.3 “Research and development of
original signal processing approaches for creation of competitive IT technologies” and ESF
co-financed project N0.2009/0219/1DP/1.1.1.2.0/APIA/VIAA/020 “R&D Center for Smart
Sensors and Networked Embedded Systems”.

The doctoral thesis is written in Latvian, contains introduction, five chapters,
conclusions, references, 8 appendices, 61 figures, 132 pages in total. A list of references

consists of 108 sources.
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Saisinajumi

Saisinajums Nosaukums anglu valoda Nosaukums latvieSu valoda

ACP Analog-to-digital converter Analogciparu parveidotajs

AACP Asynchronous analog-to-digital Asinhrons analogciparu parveidotajs

converter
ASDM Asynchronous sigma-delta Asinhronais sigma-delta modulators
modulator

CAP Digital-to-analog converter Ciparanalogu parveidotajs

CMF Conditional mean frequency Nosacita vidgja frekvence

CS Compressive sensing Kompresiva detektéSana

DASP Digital alias-free signal processing |Ciparu signalu apstrade bez frekvencu
uzklaSanas kroplojumiem

DFT Discrete Fourier transform Diskréta Furjé transformacija

DMD Digital micromirror device Ciparu mikrospogulu iekarta

EFS Extended Fourier series Paplasinata Furjé€ rinda

EFT Extended Fourier transform Paplasinata Furjé transformacija

EMD Empirical Mode Decomposition Empiriska dekompozicija

FROI Finite rate of innovation Galigs inovaciju skaitlis

FS Fourier series Furjé rinda

FT Fourier transform Furjé transformacija

IEFT Inverse extended Fourier transform | Inversa paplasinata Furje
transformacija

IFT Inverse Fourier transform Inversa Furje transformacija

LC Level-crossing Limenu $kérsosana

PSWF Prolate spheroidal wave functions Izstieptas sferoidalas vilpu funkcijas

RNG Random number generator Gadijumskaitlu generators

SECOEX Sequental component extraction Seciga komponensu izvilkSana

SQNR Signal-to-quantization noise ratio Signala/kvant€Sanas troksna attieciba

STFT Short-time Fourier transform Isintervala Furjé transformacija

UWB Ultra-wideband Ultraplatjosla




Apzimejumi

Apziméjums Paskaidrojums
a,(t) Funkcijas ¢(#) autokorelacija
cl(t) Empiriskas dekompozicijas komponente
E Energija
f Frekvence
S Diskretizacijas frekvence
o (1) Maksimala momentana frekvence
max Maksimala frekvence
Fls(t)] Furjé transformacija
F'[S(w)] Inversa Furjé transformacija
Fls(t),g(1)] Paplasinata Furjé transformacija
P! [S( a)é) g (z)] Inversa paplasinata Furj€ transformacija
h(t) Impulsa reakcija
H(f) Frekvencu parvades funkcija
H(z) Diskrétas impulsa reakcijas 4 (1) z-transformacija
J (1) m-kartas Besela funkcija
L, Hilberta telpa
p" ( t) m-kartas polinoms
P Jauda

~

Energiju attieciba

Diskréts signals

Kontinuals signals

s,(1) Diskréta signala attélojums ar nepartrauktu laiku
5(1) Aproksimacija

5(¢) Vidgja vertiba

s'(t) Pirmas kartas atvasinajums

m-kartas atvasinajums

Inversais signals

Kompleksi saistitais signals

Ar Furjé transformaciju iegutais spektrs

Ar paplasinato Furje transformaciju iegiitais spektrs




S(e’?)

Ar diskréta laika Furjé transformaciju iegttais spektrs

m

Diskretas Furjé transformacijas koeficienti

S(t, f) Laika-frekvences sadalijums

s Kolonnas vektors

S Matrica

s’ Transponéta matrica

St Inversa matrica

S* Pseidoinversa matrica

t Nepartraukts laiks

t, Diskréts laiks

T Diskretizacijas solis

V Frekvencu josla ierobezotu signalu telpa
V(p) Signalu telpa

V(o) Merogota signalu telpa

A Veselo skaitlu kopa

p" (z) m-kartas B-splains

O, Kronekera delta

(1) Diraka delta funkcija

Al Attalums starp vienmerigi izvietotiem secigiem limeniem
At, Laika intervals starp divam secigdm nolasém
At,,. Lielakais laika intervals starp secigam nolasém
e(t) Kludas signals

) Signala periods/garums

&(n) Anihilgjosais filtrs

Inovaciju skaitlis

Laiks

PaplaSinatas diskretizacijas solis

Bazes funkcija/impulsa reakcija

)
o(t) Dualas bazes funkcija
0t (1) Interpolacijas funkcija
(1) Momentana faze
) Cikliska frekvence
Q Ar Furje transformaciju iegiita spektra maksimala frekvence
Q Ar paplasinato Furjé transformaciju iegtita spektra maksimala frekvence




S(Z)*x(t)

Konvoliicija

s(t)®x(t) Paplasinata konvoliicija

(x,y) Skalarais reizinajums

|| x|] Norma

[x] Mazakais veselais skaitlis 72, kuram izpildas: 7> x

| x| Lielakais veselais skaitlis 72, kuram izpildas: n <x
sup,ez(x,) Mazakais skaitlis y, kuram visiem n €7 izpildas: x,=y
A, L=V Ortogonalas projekcijas operators
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Ievads

Pasaulé ciparu elektronisko sistému izstrade galvenokart balstas uz sinhrono jeb

taktimpulsu tehnologiju, kurai pamata ir sist€mas elementu vadiba (sinhronizéSana) ar

taktimpulsu generatoru [76], [77]. Samazinot $adu sistému mikroshému izm&rus un palielinot

to atrdarbibu, galvenas problémas rada:

*

signalu parazitiskas aizkaves, kuru lielums var biit atkarigs no temperattras un citiem
argjiem faktoriem,;

lieka siltuma aizvadiSana — stradajot sinhrona reZima, visi funkcionalie mezgli
energiju patéré pastavigi, neatkarigi no ta, vai tie konkréta bridi pilda vai nepilda savu
uzdevumu, tapéc taktimpulsu frekvences pieaugums veicina pastiprinatu shémas
elementu siltuma izkliedi, kas tiek aizvadita ar samera liela izméra dzes€Sanas

iekartam, tadejadi ierobeZojot miniatiiru sistému veidoSanas iespéjas.

Rezultata sinhronitates nodro$inasanai tiek ieviesti saméra sarezgiti risinajumi, kas palielina

mikrosh€ému izmérus un patérétas energijas daudzumu [77].

Nosaukto problému esamiba atkartoti ir radijusi interesi par asinhronam sistémam,

kuru vadiba nenotiek ar taktimpulsu generatoru, bet gan ar “notikumu” plismu, kas vispariga

gadijuma var but laika nevienmériga [2], [41], [42], [59], [69], [77]. Tas salidzinajuma ar

sinhronam sisttmam dod vairakas priekSrocibas [87]:

*

zems elektroenergijas patérins, kas saistits ar asinhrono kéZzu energijas patérinu tikai
noteiktos laika brizos un noteiktas keédes dalas;

liela atrdarbiba, ko nosaka nevis globala “sliktaka gadijuma” laika aizkave, bet gan
atsevisko kédes mezglu lokalas aizkaves;

ieveérojami mazaks elektromagnétiskais starojums, kas attiecigi samazina kéde ienestos
troksnus;

mazaka jitiba pret barosanas sprieguma, temperatiiras un izstrades procesa parametru
labaka modularitate un sasaiste starp atseviskiem kédes mezgliem;

sinhronitates nodroS§inasana vairs nav nepiecieSama.

Neskatoties uz nosauktajam priekSrocibam, asinhrono sistému pielietojums prakse

joprojam nav liels, kam par iemeslu ir to nesavietojamiba ar klasiskajam (sinhronajam)

sisttmam. Piemé&ram, veicot analogo signalu parveidoSanu ciparu forma, asinhrono sistému

gadijuma tiek izmantoti asinhroni analogciparu parveidotaji (AACP), kas ieejas analoga
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signala vértibas var fiksét nevienmérigi izvietotos laika momentos [49]. Sada pieeja lauj
veidot no signala atkarigus AACP, kuru darbibas aktivitati (energijas patérinu) nosaka pats
signals [2], [46] — jo straujak mainas signals, jo vairak nolasu, un otradi — jo 1&énak mainas
signals, jo mazak nolasu. Rezultata samazinas parveidotaja energijas patérins un ieglito nolasu
skaits, kas 1pasi aktuali ir bezvadu sensoru tiklos [67], bet problematiska kliist iegiito nolasu
pecapstrade, ko nosaka to laika nevienmérigais izvietojums, Iidz ar to klasiska signalapstrade
$aja gadijuma nav pielietojama.

Viens no veidiem, ka sasaistit asinhronas sist€mas ar sinhronam, ir veikt ciparu signalu
parrékinu no nevienmérigi uzdotam veértitbam uz laika vienmerigi izvietotam nolasém, ko
ekvivalenti var uzskatit par signala analogas formas atjaunosanu un sekojosu ta diskretizaciju
ar klasisko ACP. Probléma $aja gadijjuma ir izstradat nevienmeérigi diskretiz€tu signalu
atjaunoSanas papémienus.

Saistiba ar to promocijas darba autors ir izvirzijis mérki izp&tit un teor&tiski pamatot,
ka atkariba no signala laika mainigas aktivitates izvel€ties nolasu izvietojumu laika, lai tas
precizi reprezent€tu analogo signalu, ka ari izpétit, vai §is zinaSanas var izmantot signalu
atjaunosanai no laika nevienmerigi izvietotam nolasém, kas iegiitas signalatkarigu
parveidojumu rezultata. Attiecigie uzdevumi mérka sasniegsanai ir:

+ izpétit literatiira sastopamas signalu diskretizacijas metodes;
+ izstradat un parbaudit teoriju un metodes signalu signalatkarigai diskretizacijai un
atjaunoSanai.

Promocijas darba struktiira atbilstosi izvirzitajiem uzdevumiem ir sekojosa. Pirmaja
nodala ir apskatita signalu klasiska diskretizacija, kas balstas uz Naikvista kritérija ievéroSanu
attieciba uz signala frekvencu joslu. Apskatits ir ari ideala diskretizacijas modela
paplaSindjums laika-invariantam telpam, kas satur daudz plaSaku par frekvencu josla
ierobezotu signalu kopu, ka arT paraditi svarigakie nolasu teorémas visparinajumi.

Otraja nodala ir apskatiti vairaki no klasiskas apstrades atSkirigi signalu diskretizacijas
panémieni, kas balstas uz Naikvista kriterija ievérosanu attieciba uz signala brivibas pakapém,
ko var interpretét ka parametru skaitu, kas raksturo doto signalu. Nodalas beigas apskatita ar1
signalu laika kod&Sana, kas ir analogo signalu reprezentacija ar diskréta laika sectbam.

TreSaja nodala ir atspoguloti autora petijumi saistiba ar signalu signalatkarigu apstradi.
Atbilstosi izvirzitajam mérkim ir izstradats teorétisks pamatojums pienémumam, ka signalus
ar laika mainigu spektralo sastavu precizi var reprezentét ar nolasém, kuru izvietojumu laika
nosaka signala aktivitate — jo straujak mainas signals (jo lielaka lokala frekvence), jo biezak

tieck nemtas nolases, un otradi — jo 1énak mainas signals (jo mazaka lokala frekvence), jo
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lielaki ir laika intervali starp secigam nolasém.

Ceturtaja nodala seko izstradatas teorijas pielietojums signalu atjaunoSanai no Iimenu-
Ske€rsojumu nolasém. Viens no galvenajiem rezultatiem ir — formuléts pietickamais
nosacijums signalu precizai atjaunosanai no laika nevienmérigi izvietotam nolasém, saskana
ar kuru atjaunosana ir iesp&jama pat tad, ja maksimalais laika intervals starp secigam nolaseém
parsniedz Naikvista soli.

Piektaja nodala ir aprakstita Iimenu-skérsojumu diskretizacijas praktiska realizacija.
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1. KLASISKA SIGNALU DISKRETIZACIJA UN ATJAUNOSANA

Saja nodala tiks apskatita klasiska diskretizacija, kam par pamatu ir Senona nolasu
teoréma. Apskatits tiks ari Senona modela paplasinajums frekvenéu josla neierobezotiem

signaliem, ka arT vairaki nozimigi nolasu teorémas visparinajumi.
1.1. Senona nolaSu teoréma

1949. gada Klods Senons publicgja rakstu [72], kas lika pamatus misdienu
informacijas teorijai. Raksta sakuma formul€ta nolasu teoréma, pie kuras neatkarigi no
Senona nonakusi arf citi zinatnieki [43], [91].

Teorémas formuléjums: frekvencu josla lidz £, ierobeZots signals s(t) ir pilniba
determingéts, ja uzdotas ta vértibas vienmérigi izvietotos laika momentos ar soli 77=1/ (2 F ,,m).
Tas nozimé, ka signalu pilniba reprezentg ta nolases s (t,,), kas nemtas laika momentos 7,=nT
kurneZz.

Teor@mu papildina signala atjaunosanas formula

o0

s(t)=2. s(nT)sinc(xt/T—nx), (1.1)

n=—ow

kur

sin(t)'

sinc(¢)= t

(1.2)

Teorémas pieradijums. NolaSu teorémas interpret€§jums frekvencu apgabala paradits

1.1. attela [81].

S(f)
2) f
F}Il(l\’
' S (f) |
b) d
—1/T 1T
o) N i
N /\ | 4
le—1/7 —>

1.1. att. NolaSu teorémas interpretacija frekvencu apgabala: a) analoga signala spektrs, b)
diskréta signala spektrs, c) diskréta signala filtracija ar idealu zemo frekvencu filtru sakotngja

analoga signala atjaunoSanai
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Attela 1.1.a paradits analoga signala s(z) spektrs S(f), kuru iegtst ar Furjé

transformaciju
S(f)=F[s(0)]= ] s(t)e”* " dar. (1.3)
Nemot véra, ka S( £)=0, ja |/[> F .., tad signils ir frekvenéu josla [ —F ... F ] ierobezots.

Nemot signala vértibas diskrétos laika momentos 7,=nT , n €Z, iegust diskrétu signalu, kura

nepartraukta laika reprezentacijai lieto delta funkciju 6 (#) secibu

su(0)=s(0) 3 dle=nT) 14
Pielietojot Furjé transformaciju F [s,(¢)], atrod s, (¢) spektru:
_1s _n
Sd(f)—Tn:Z_‘,wS(f 7). (1.5)

No (1.5) izriet, ka diskréta signala spektrs ir periodisks, ta atkartoSanas periods pa frekvencu
asi ir 1/7, un to veido ar soli 1/7 nobiditu analoga signala s(¢) spektru bezgaliga summa

(1.1.b attgls). Ja S, ( /) pareizina ar loga funkciju

_[r, ja Irlci/(27)
0, citur,

H(f) (1.6)

tad ieglist analoga signala spektru

SJ(SVH(f)=S(F). (1.7)
Ta ka reizinaSana frekvencu apgabala ir ekvivalenta filtracijai, tad analoga signala
atjaunoSanai nepiecieSama diskréta signala (1.4) filtracija ar idealu zemo frekvencu filtru,
kura parvades raksturlikne sakrit ar izteiksmi (1.6). Filtra izejas signals sakritis ar sakotngjo

analogo signalu

o0

S(t):Lsd(r)h(t—T)dr, (1.8)
kur /(¢) ir filtra impulsa reakcija, kas iegiistama ar inverso Furjé transformaciju
Wo)=F (H (=] B ar (19)
No (1.6) un (1.9) iegust
h(t)=sinc(zt/T). (1.10)

Savukart no (1.8) un (1.4) izriet

s(t):z(i s(nT)o(t—nT))h(t—1)dr= Z s(nT)h(t—nT). (1.11)
Liekot impulsa reakciju (1.10) izteiksmé (1.11), iegiist
s(0)= Y s(nT)sinc(z(t—nT)IT)= Y. s(nT)sine(zt/T—nz),  (1.12)

n=— n=—o0
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kas sakrit ar signala atjaunosanas formulu (1.22).
No 1.1. attgla ari redzams, ja signala diskretizacijas frekvenci izvélgsies 1/7 <2 F,,,
tad notiks frekvencu uzklasanas un signala atjaunos$ana nebiis iesp&jama. Tap&c sola vértibai

jabit

(1.13)

1.2. Frekvencu josla neierobezotu signalu diskretizacija

Senona nolasu teoréma ir pielietojama frekvenéu josla ierobeZotiem signaliem. Ja josla
ir neierobezota, tad signalu pirms diskretizacijas filtré ar zemo frekvencu filtru, lai noveérstu
frekvencu uzklasanos. Klasisks §ads tr1s solu diskretizacijas un atjaunosanas piemérs, ja 7' =1,
paradits 1.2. attela [81].

pirms-filtracija

diskretizacija péc-filtracija

s(t) y(t)
—| hl(t)=p(-1)

|
|
y(n) : _
‘;@ Ea o(t) e
|
|
|
|
[
|

20‘[;—;;;

1.2. att. Frekvencu josla neierobeZotu signalu diskretizacija un atjaunosana
Ietvertie soli ir:
1) Pirms-filtracija — ieejas signalu s(¢) filtre ar frekvendu pret-uzklasanas filtru 4 (),

kura izejas signals ideala filtra /2 (¢)=sinc (7 ¢) gadijuma ir
y(t)=f s(z)sinc(z(z—1))d 7. (1.14)

Idealais filtrs (praks€ nav realiz€jams) pilniba novérs frekvencu uzklasanos un neienes
kroplojumus parvades josla.

2) Diskretizacija — filtra izejas signalu y(¢) diskretizé punktos /,= 7, iegiistot nolases
y(n):f s(z)sinc(zr—nr)dz. (1.15)

3) Pec-filtracija — diskréto signalu y(7) filtré ar analogo filtru ¢(¢), iegiistot atjaunoto

signalu
.

§(0)= 2 y(n)olt—n)- (1.16)

n=—00

Atbilstosi klasiskajai pieejai pirms-filtracijas (pret-uzklasanas) un péc-filtracijas
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(atjaunosanas) filtri abi ir ideali zemo frekvencu filtri ar impulsa reakcijam
h(t)=g¢(t)=sinc(x¢), lai gan to izvéle var biit plasaka ar nosacijumu, ka filtri ir biortogonali
[81].

Apskatisim tagad 1.2. att€la paraditas blokshémas geometrisko interpretaciju Hilberta

telpai L,, kas sastav no visiem tiem signaliem, kuru energija ir galiga, t.i. f |x(t)|2 dt <o,
Telpai L, defing skalaro reizinajumu

<x,y>:wa*(t)y(t)dt (1.17)

un normu
Ixll=(x, x)", (1.18)
kur x"(¢) ir signala x(z) kompleksi saistitais signals. Pienemsim, ka signals s(z), kuru
velamies diskretiz&t, pieder Hilberta telpai, kas ir daudz plasaka par frekvencu josla
ierobezotu signalu telpu, kuru apzimésim ar /. Lai diskretizaciju veiktu saskana ar nolaSu
teorému, diskretizé nevis pasu signalu s (7)€ L,, kas frekvenéu josla var biit neierobeZots, bet
gan ta aproksimaciju 5(¢/)€V, kuru atrod, minimizgjot klidas signala e(¢)=s(¢)—5(¢)
energiju. Nemot véra, ka telpai /' piederoSos signalus apraksta izteiksme (1.1), tad signalu

5(¢),ja T=1, apraksta izteiksme

5(¢)= 2, 3(n)sinc(zt—nn), (1.19)
un par minimizacijas uzdevumu kliist nolasu 5 () atra$ana, kuru atrisinot (skat. 1.pielikumu)
iegiist

5(n)= [ s(t)sinc(mt—mn)dt. (1.20)

Salidzinot So rezultatu ar izteiksmi (1.15), izriet, ka aproksimacija ar mazako kvadratisko
kladu dod nolasu 5 (n) vértibas 5(n)=y(n), kas iegiistamas, filtrgjot ieejas signalu s ()€ L, ar
idealu zemo frekvenéu filtru un talak veicot izejas signala y(¢) diskretizaciju (1.2. attéla 1. un
2. solis), turklat 5(¢)=y ().

Ja ieved ortogonalas projekcijas operatoru 4,:L,— V' ar kuru signals s(7)€L, tick

projicéts telpa J atbilstosi izteiksmei

A,[s]= i<s,¢n>¢n, (1.21)

n=—0

kur g/)n(t)zsinc(nt—ﬂ n), tad no (1.19), (1.20) un (1.21) iegiist:
s(t)=4,[s]. (1.22)
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Secinajums ir: tradicionala diskretizacija ar idealu pirms-filtraciju dod aproksimaciju
5(¢t)=4,[s], kas ir ieejas signdla s(¢)€ L, ortogonila projekcija frekvencu josla ierobezotu
signalu telpa /. Citiem vardiem sakot, 5(¢) ir signala s(¢) aproksimacija ar mazako
kvadratisko klidu telpa V. Tatad, ja s (t)e V, tad s(t)=4,[s], kas ir Senona teorémas Tsaks

formul&ums.

1.3. Senona modela paplasinajums

Kad ir veikta nolasu teorémas plasaka interpretacija Hilberta telpai, nakamais solis ir
visparinat $o pieeju citam signalu klasem, ko panak, funkciju sinc(z¢) vispariga gadijuma

aizvietojot ar citu funkciju ¢ (), un defingjot signalu telpu

Vip)=is(t)= _ch(n)co(t—n) . (1.23)
Tas nozimé, ka jebkuru kontinualu signalu s(¢)€V (¢) raksturo koeficientu c(n) seciba, kas ir
§1 signala diskréta reprezentacija un var tikt izmantota ta apstradei vai kodéSanai. Koeficienti
c(n) var nebit signala nolases, un funkcija ¢ () var atkirties no sinc(z¢), tapéc viens no
mérkiem ir atrast tadu funkciju ¢ (), kas skaitliski bt vieglak apstradajama un kurai biitu
daudz mazaks rimsanas laiks [81].

Lai Sadam analogs/diskréts signalu modelim bitu jéga, jaizpildas daZiem
nosacijumiem [81]. Pirmkart, koeficientu absoliito vértibu kvadratu summai jakonvergé uz
galigu skaitli. Otrkart, reprezentacijai jabut stabilai (mazas koeficientu izmainas dod mazas
signala izmainas) un viennozimigi defingtai, kas nozimé — bazes funkcijam {¢,= (0(t—n)],,€ 7
eksiste divas pozitivas konstantes 0 < B un D <o ta, ka jebkurai koeficientu secibai (c (n)}”€ P

izpildas nevienadiba

> c(n)o, 2

n=—oo

BY le(n)<

n=—oo

<D _Z le(n)f. (1.24)

No (1.24) kreisas puses nevienadibas izriet, ja S(t)zznez c(n)gn:O, tad c(n)=0 visiem
ne€Z, kas vienlaikus nozimé — bazes funkcijas ir lineari neatkarigas un katrs signals
s(t)€V () raksturojas ar saviem unikaliem koeficientiem (c(n)},c, turklat signala energija
ir ierobezota, kas izriet no (1.24) labas puses nevienadibas.

TreSais un peéd€jais nosacijums, kas nodroSina ieejas signala p&c patikas precizu

aproksimaciju, ja vien diskretizacijas solis ir pietickami mazs, ir vienota sadalfjuma

18



nosacijums

> pli+n)=1 (1.25)

jebkurai realai ¢ vertibai [81].
Bazes funkciju pieméri, kuram izpildas minétie nosactjumi, ir [81]:
1) sinc funkcija sinc(7z¢) (1.3. attéls), kas ir labi lokalizéta frekvendu apgabala, bet laika
apgabala rimst I1eni;

2) nultas kartas B-splains

B)=1. ja l<1/2
0, citur,

(1.26)
kas ir vienkarsaka un 1saka funkcija, kurai izpildas vienota sadaltijuma nosacijums;
3) augstaku kartu B-splaini
pr(t)=p"" (1) f(t), m=1, (1.27)
kas no nulles atskiras tikai ierobezota laika intervala [—(n+ 1)/2,(n+ 1)/2] (1.3.
attels);
4) meérogojamas vilniSu (wavelef) funkcijas [23], [56].
Nemot veéra, ka B-splaini ir labi lokalizeti laika apgabala, tos biezi izmanto praksé
pasi attelu apstrade [82].
b sinc () YBI(D)

— =0

— =1
— =2

— =3

1.3. att. Bazes funkciju piemeéri: sinc funkcija (pa kreisi) un B-splaini (pa labi)
1.3.1. Diskretizacija ar minimalu kvadratisko kladu

Kad ir definéta signalu telpa ' (¢), nakamais uzdevums ir izteiksmé (1.23) lietoto
koeficientu ¢ () noteikSana ta, lai signals 5(¢)€V (¢) biitu pietiekami preciza ieejas signala
s(t)€ L, aproksimacija. Optimalais risinajums péc mazako kvadratu metodes ir ortogonala

projekcija

Ayls]= 2 (s, 00, (1.28)

n=—0o
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kur ¢, ir funkciju ¢,=¢(f—n) duidlas bazes funkcijas [81]. Izteiksme (1.28) ir lidziga
izteiksmei (1.21), tikai $aja gadijuma analizes un sintézes funkcijas @ () un ¢(#) ne vienmér ir
identiskas.

Saskana ar dualo telpu definiciju duala baze {fbn}ne 2 ar funkcijam ¢ ,€ V(go) ir unikala,

un to nosaka biortogonalitates nosacijums

<§oon’g0k>:5n,k: (129)
kur
1, ja n=k
o =1 .
=0, ja n#k (1.30)

ir Kronekera delta [3]. Lidzigi ka ¢,, arT funkciju ¢, forma nav atkariga no laika aiztures 7,
ti, @,=¢(t—n).

Nemot véra, ka ¢(¢)€V (), tad to var izteikt ar funkciju ¢, linearu kombinaciju

= plnoli—n), (1.31)

n=-—o

kur p(n) ir koeficienti, kas atkarigi no ¢ (7). Rakstot (1.31) frekvencu apgabala, iegiist
=Y p(nd()e ™ =0(w) Y, pln)e ™ =d(o)Ple’), (1.32)

n=-—o n=-—ow

kur @ ()=F[§(1)], @(0)=Flp(1)]un

&)=Y pln)e " (1.33)

n=-—w

ir koeficientu p(n) diskréta laika Furjé transformacija [65]. Liekot (1.31) skalara reizinajuma

izteiksmée (1.29), iegiist

(ole=n), p(t—k))= Y plm)(glt—n—m), p(t—k))= Y. plm)a,(k—n-m)=6,,. (134)

m=—x m=—o0

kur a,() ir autokorelacija

a,(t)=(p(7),0(r=1)). (1.35)
Talak, rakstot (1.34) frekvencu apgabala, iegust
P(e’”)4,(e’)=1, (1.36)
kur 4,(e’”) ir a,(n) diskréta laika Furjé transformacija
4,(e’)= 2. a,(n)e "= 3, [@(w+2zn)f, (137)
Rezultata no (1.32), (1.36) un (1.37) iegiist
: o Do) Do)
P (w)=0(w)P ()=
Aw e’?) Z @ (w+ 27n)f (1.38)
nez
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Tatad izvéletais sintézes filtrs ¢(7) nosaka, kadam jabit optimalajam analizes filtram ¢(z),
kas 1.2. attela aizstaj idedlo zemo frekvenéu filtru /() un nosaka izejas signala y(¢) nolasu
vértibas y(n)=(s,®,). Ja ¢, veido ortonormalu funkciju bazi, tad ¢(7)=¢(¢), kas izriet no
biortogonalitates nosacijuma (1.29).

Piemérs, kad ¢(#)= (), paradits 1.4. attéla. Ta ka ¢, =" (t—n) veido ortonormalu
funkciju bazi, tad ieejas signala s(¢) optimalai pirms-filtracijai lieto impulsa reakciju
o(t)= ﬁo(z). Filtra izejas signalu y(¢) talak diskretizé punktos 7,=7, un iegitas nolases ()
filtre ar sintézes filtru ¢(¢), lai ieglitu atjaunoto signalu 5(¢)€V (¢), kas ir ieejas signala

s(t)eL, aproksimacija ar minimalu kvadratisko kladu telpa V (¢).

— s()
af — (1) o ¥(n)

— 30 - |
1_ 2|

I Y

A

Amplitiida (V)

ot

0 2 4 6 8 10
Laiks (s)

1.4. att. Teejas signala s ()€ L, ortogonala projekcija §(£)€V (¢), ja o ()= °(¢)
1.3.2. Saskanota diskretizacija

Ieprieksgja nodala tika paradits, ka veidot optimalu diskretizacijas sisteému, tomér
praksé biezi vien 1.2. attla paraditais prieks-filtrs 4 (¢) (datu ieguves iekarta) ir dots jau
ieprieks un ne vienmeér ir optimals. Signala s (¢) mérfjumus $aja gadijuma var izteikt:

y(n):ios(t)h(n—t)dt=<s,(p](t—n)>, (1.39)
kur ¢, (¢)=h(—t). Zinot y(n), signala s (¢) aproksimaciju 5 () mekle forma (1.23) ar sintézes
funkciju ¢(t)=g02(t).

Risindjumu $aja gadijuma var balstit uz saskanoSanas ideju [83] — signalu s(¢)
aproksimé ta, lai péc 5(¢) diskretizacijas ar to pasu datu ieguves iekartu, iegiitas nolases
sakristu ar sakotng&ji iegitajiem ieejas signala meérjjumiem. Tatad speka jabit vienadibai

y(n)=(s,0,(t=n))=(3,0,(t—n)), (1.40)
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kur

$(0)= 2 cln)g,(e=n). (1.41)
Liekot (1.41) izteiksmé (1.40), iegiist
v =6, pyt=n))= 3 elm)lpsli=m).gy(=n))= X elmlasin-m), (142

kur a,(¢) ir savstarpéja korelacija

alz(t):<¢1(f_t):¢2(f)>~ (1.43)
Rakstot (1.42) frekvencéu apgabala, iegiist ¥ (¢’“)=C(e’”) 4,,(e’), no kurienes izriet
: 1 -
C(e'”)= — Y (e’”), 1.44
A12<e./ ) ( )

Savukart diskrétas kompozicijas (1.42) z-transformacija ir ¥ (Z)ZC (Z)Alz(Z), no kurienes

izriet
1
Clz)= Y(z)=0(z)Y(z
(2= T 2)=0()Y (2), (145
kur
O(z)=—t =t =3 ()2
A12(2> Zalz(n)z_" nez (1.46)

ir ciparu korekcijas filtrs. Nemot véra, ka izteiksme (1.45) ir ekvivalenta kompozicijai

c(m)=Y y(m)g(n—m), (147)

m=—ao

tad signalu 5 (¢) atbilstosi izteiksmei (1.41) var rakstit

00
A

3(t)= 2 (yxq)(n)o,(t—n). (1.48)

Saistiba ar iegiito rezultatu speka ir sekojosSa teoréma [83]: ja |A]2(e" "’)|>0 gandriz
visur, tad katram s (7)€ H eksisté unikala aproksimacija 5(¢)€V (¢,), kas ir saskaniga ar s(7)
tada zina, ka izpildas vienadiba (1.40). Teoréma ir spéka visiem telpas /7 =L, signaliem, ja
prieks-filtram ¢, (¢ ) izpildas nevienadiba (1.24). No teorémas ari izriet, ka atjaunotais signals
(1.48) precizi sakrit ar ieejas signalu s (z), ja s(£)€V (9,).

Saskanotas diskretizacijas blokshéma, ja datu ieguve nav optimala, paradita 1.5. attela
[81]. Atskiriba no 1.2. att€la Saja gadijuma papildus nak klat ciparu korekcijas filtrs, kas ieejas

signala mértjumus y(7) parveido koeficientu ¢ (7) seciba.
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diskretizacija

s(1) y(t) yin) cln) _ 5(1)
—| hlt)=9(-1) » q »> ot) —
datu ieguves ciparu korekcijas atjaunoSanas

iekarta filtrs filtrs

1.5. att. Saskanotas diskretizacijas un atjaunoSanas blokshéma
1.3.3. NolaSu interpolacija

Viens no diskretizacijas pamatpanémieniem ir fiksét ieejas signala s(7) vértibas
diskrétos laika momentos, ka rezultata iegitas tiek signala nolases s(7). Aproksimacijas
uzdevums $aja gadijuma ir atrast koeficientu c(n) vértibas izteiksmé (1.23) ta, lai signals
5(t)€V () interpolétu ieejas signala nolases s (7). Uzdevums kliist ekvivalents ieprieksgja
nodala apskatitajam saskanoSanas uzdevumam, ja par analizes filtru (datu ieguves iekartu)
izvelas delta funkciju 0,(t)=0(t), bet par sintézes filtru — funkciju 0,(t)=p(t). Rezultata
atrisinot vienadojumu

s(n)=(s,6(t—n))=(5,5(t—n)), (1.49)

iegiist ciparu korekcijas filtru

1nt Z ¢ _Z qlnt (1.50)

nez
nez
un signala s (#) aproksimaciju
5= 3 sln)equn)pli=m= 3 s(n)pyli—n), (15D
n=—o T n=—oo
kur ¢, (¢) ir interpolacijas funkcija
(pmt Z qmt ) (152)
ar tas raksturigo 1pasibu [81]
_J1, ja n=0
P (1)= 0 Ja n0. (1.53)

Ja Tpasiba (1.53) izpildas funkcijai ¢(¢) (pieméram, sinc funkcijai sinc(7¢) un nultas
un pirmas kartas B-splainiem), tad no (1.50) un (1.52) seko Q. (z)=1 un P (t)=0(t). Ja §
ipasiba neizpildas, tad ¢, (#) mekle atbilstosi izteiksmém (1.50) un (1.52) — viens tads

piemérs, ja ¢(7)=/"(¢), dots 2. pielikuma, un iegiitd interpolacijas funkcija, kas rimst daudz
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atrak par sinc funkciju, paradita 1.6. att€la ar tumso liniju.

(N0
1_

1.6. att. Interpolacijas funkcijas: sinc (gaisa linija) un tresas kartas B-splainu interpolacijas

funkcija (tumsa Iinija)
1.3.4. Aproksimacijas kluda

Ieprieks apskatitas tris pieejas (diskretizacija ar minimalu kvadratisko kltidu, saskanota
diskretizacija un nolaSu interpolacija) ir pielietojamas telpas L, signaliem, kas ir daudz
pladka par frekvendu josla ierobezotu signalu telpu. Perfekta signalu s (7)€L, atjaunoana
forma (1.23) vispariga gadijuma nav iesp&jama, ja s(¢)&V (), tapéc biitisks ir jautdjums par
aproksimacijas kludu. Klasiskaja gadijuma, kad signalu pirms diskretizacijas filtré ar idealu
zemo frekvencu filtru, aproksimacijas kliidu atrod, integréjot ieejas signala to spektra dalu,
kas atrodas arpus filtra caurlaides joslas [12]. PaplaSinatajam modelim risinajums vairs nav tik
vienkarSs — §aja gadijuma, lai noteiktu diskretizacijas sola 7" ietekmi uz aproksimacijas kludu,

signalu telpas (1.23) vieta apskata tas mérogoto versiju

Vilp)=ls,()= D e (n)o(e/T—n)|, (1.54)

Nemot véra, ka funkcijai ¢(7) izpildds vienota sadalfjuma nosacijums (1.25), tad
aproksimacijas kladai (7 )=||s (¢)—5;(¢)||, kur s(¢)€L, un 5,(¢)€V ;(¢), samazinot T, bitu
jasamazinas.

Vispariga gadijuma, kas ietver visas tris apskatitas pieejas, signalu 5,(7) atbilstoi 1.2.

attela paraditajai blokshémai var izteikt:

o0

()= (f ()G (eI T=n)d oI T p(t1 T—n) (155)

n=—ow \7T® ’

CT(”)

kur ¢(¢) ir prieksfiltra (analizes filtra) impulsa reakcija. Saskana ar darba [11] iegiito rezultatu
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aproksimacijas klidu ¢ (7 ) atkariba no 7 nosaka izteiksme

1/2

S(T):”S(I) ||— fE Ta) |S )|2da) + Ecorrs (1.56)
kur
E, (0)=[1-9"(0)®(o)f + [&(w IZZOI<P w+2zn)f (1.57)

un €., ir konstante, kas vairuma gadijumos ir nieciga, salidzinot ar pirmo saskaitamo. No
(1.56) seko, ja EM(O)ZO, ko nodroSina vienota sadalijuma nosacijums (1.25) [81], tad
lim,_,&(T)=0.

Ja diskretizacijai izmanto 1.3.1. apakS$nodala aprakstito pieeju (diskretizacija ar

minimalu kvadratisko kladu), tad ¢(¢) spektru @ () nosaka izteiksme (1.38), un (1.57)

reducgjas uz

2

N 1 %) S 1(7)
Ew(a))—l Z|<1§(a)+27tn)|2_1 A,p(ejw)' (1.58)

nez

Klasiskaja Senona modela gadijuma, kad ¢(7)=sinc(7z¢), autokorelacijas spektrs

Agne(€’)=1, lidz ar to izteiksme

_10, ja |wl=x
Egolo)={> ,
smc(w) l, ja k()|>71' (1 59)

apstiprina faktu, ka aproksimacijas klidu (1.56) nosaka tikai ta ieejas signala spektra S(w)
dala, kas atrodas arpus filtra caurlaides joslas.
Balstoties uz funkciju (1.57), var salidzinat ieprieks apskatitas signalu aproksimacijas

pieejas — 1.7. attéla paraditas nepartrauktas linijas atbilst gadijumam, kad ¢ (¢)="(¢) [81].

—— nolasu interpolacija
1.6} ~—— saskanota diskretizacija
— ortogonala projekcija 4,

- — ortogonala projekcija A1,

@)

0.8F 1

04 !

L
0 w2 T 3x2

. o (rad/s)
1.7. att. Funkcijas £, (@) (nepartrauktas linijas), ja ¢ (7)=£"(z), un E . (@) (svitrlinija)

Nolasu interpolacijas gadijuma, ko attglo peleka linija, signalu s (7)€ L, pirms diskretizacijas
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nefiltré, un atjaunotais signals ir f?im(t )ZZ”EZ s(n)p : (t—n). Saskanotas diskretizacijas
gadijuma (zila Iinija) signalu pirms diskretizacijas filtré ar nultas kartas B-splainu filtru un
iegiitas nolases kombinacija ar ciparu korekcijas filtru izmanto signala atjaunoSanai saskana ar
izteiksmi (1.48), ja ¢,(7)=p'(t). Ortogonalas projekcijas gadijuma 4, ,: L, — V(p) (sarkana
linija) signalu pirms diskretizacijas filtré ar funkcijai ¢(7)=/'(z) atbilstoSo optimalo
prieksfiltru  (1.38), savukart svitrlinija atbilst Senona modelim, kad signalu pirms
diskretizacijas filtré ar idealu zemo frekvencu filtru.

No 1.7. attéla izriet, ka Senona modelim vistuvako rezultatu dod diskretizacija ar
minimalu kvadratisko kladu, lai gan saskanota diskretizacija ar prieksfiltru ¢, (¢)=°(¢) dod
lidzigu rezultatu. Tresa pieeja ar nolasu interpolaciju dod vislielako kliidu, kam par iemeslu ir
prieksfiltra neesamiba un signala ienestie frekvencu uzklaSanas kroplojumi, tapeéc svarigi

pirms signalu diskretizacijas ir vienmér lietot atbilstoSo analogo prieks-filtru.
1.4. NolaSu teorémas variacijas un paplasinajumi

Literatiira ir atrodamas nolasu teorémas dazadas variacijas un paplasinajumi [13], [14],
[39] — apskatisim dazus no tiem.

Kramera visparinata nolasu teoréma. Saskana ar Kramera teorému [45] signalu
s(t)ZJ'[S(x)K(x,t)dx, (1.60)
kur 7 ir intervals uz realo skaitlu ass, S(x)€L,(/)un K (x,¢)€ L,(7) katram realam ¢, pilniba

reprezent nolases s (tn) atbilstosi izteiksmei
s(t)=2 s(t,)h,(1), (1.61)

kur
J' K(x,t)K*(x,tn)dx
h,(t)== ;
_[1 |K(x,tn) dx

ja vien laika momentu secibai t,)er (kas var but arT nevienmeriga) funkcijas [K (x, t”)}ne z

: (1.62)

veido pilnu ortogonalu funkciju saimi. Specialgadijuma, ja integréSanas intervalu / izv€las
I=[-n/T,7IT], funkciju K (x,7)=¢”™ un laika momentus #,=77, tad no (1.62) seko
h,(t)=sinc(zt/T—xn), un no (1.61) — Senona interpolacijas formula (1.1), kas ir speka
visiem izteiksmes (1.60) signaliem, tatad frekvencu josla / ierobezotiem signaliem. V&l paris

piemeérus var atrast darba [38].
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Daudzkanalu diskretizacija. V&l vienu svarigu nolasu teorémas visparinajumu 1977.
gada deva A .Papoulis [63]. Saskana ar to frekvencu josla lidz £, ierobeZotu signalu s(t)
precizi var atjaunot no nolasém, kas nemtas M linearu laika-invariantu sistému (kanalu) izejas

ar diskretizacijas soli T=M /(2 F ,,.) (1.8. attgls).

> Hi(o) n(®) Q y1(nT) Gilad) s1()
Hy() (0 % }’2(”"7)_'_ Gyw,f) 85(1)
s(t) —o %

Hy () yult) S ,VM(”T); Gide,D s2)
»

Z”EZ s(t—nT)
1.8. att. Daudzkanalu diskretizacijas blokshema

s(1)

Y

Atjaunosanas formula:

Z i (nT)g, (t—nT), (1.63)

kur y,,(¢) ir kanalu H,,(®) izejas signali
yalt)=5=[ S(w)H (o)’ do, =27 F,,,, (1.64)

un

—Q+0

g (1)=1 f G (0,1)e" dw,c=20QIM, (1.65)

bet funkcijas G, (w t) atrod no vienadojumu sist€émas

Hl(a)) HM(a)) Gl(a),t) 1

H\(w+ o) Hy(w+o) G,(w,t e

: : _ )= : ,  (1.66)
H(wo+(M-1)e) - Hylo+(M-1)o)||Gylw,1?) e/ M1t

kur 7 ir jebkurs skaitlis un w€(—Q,—Q + o). No (1.66) izriet, ka funkcijam (@) jabat
tadam, lai sistémas determinants jebkurai  vértibai intervala (—Q, —Q + o) biitu atskirigs no
nulles.

Ja sistému veido tikai viens kanals ar funkciju H,(w)=1, tad s(¢) reprezentacijai

ieglist klasisko interpolacijas formulu (1.1). Ja parvades funkcijas H,(®) izvélas

H,(w)=(jw)"", tad s(¢) var izteikt ar M signalu y (#)=s"""(¢) nolasem v, (nT), kas

27



nemtas ar soli 7=M/(2F,,.). Ka pieméru §im gadijumam var apskatit divu kanalu sistému
ar funkcijam H,(w)=1 un H,(® )= w. Diskretizacijas solis ir 7' =1/ F =27/ Q, parametrs

o =€, un kanalu izejas signali ir yi=s(t)un y,=s'(¢). No (1.66) izriet

1 jo ||Gile,t)|_| 1
[1 j(aH— Q) Gz(a),t) o2 h (1.67)
kuru atrisinot iegiist
w i 1 i Ot
G, (60;1):1_5(9/9[—1) un Gz(a): f):j—9<e'/g _1)- (1.68)
Liekot §1s funkcijas izteiksmé (1.65), atrod
g, (t)=sinc’(Q¢/2) un g,(¢)=tsinc’(Q¢/2), (1.69)

lidz ar to signalu s (¢) var izteikt

o0

s(0)=Y s<nr)smc2(§<z—nm)+ 3 s'(ﬂ)(z—nmsin&(%(t—nr)), (1.70)

Daudzkanalu sistemu 1idzigi ka klasisko Senona modeli var visparinat visiem telpas
s(t)€ L, signaliem [85]. Piemérus sistémas pielietojumiem var atrast darbos [6], [86].

Signalu dekompozicija ar vilniSu (wavelef) funkcijam. [zmantojot noteiktas sint€zes
un analizes vilnisu funkcijas (7) un w(¢), kuram izpildas savstarpgja ortogonalitate
(@, 1 Wi )=0, 4, signdlus s (7)€ L, var izteikt ar linearu kombinaciju

s(=2 2 (.0, 0w, (1.71)

ne€ZlezZ
kur indeksi 7 un / apzimé funkciju aizturi (poziciju uz laika ass) un mérogu [20], [55], [57]:
o (6)=27"w (27 t—n). (1.72)
Izteiksme (1.71) ir lidziga (1.28), tikai Saja gadijjuma summeétas tiek ne tikai laika nobiditas,
bet arT dazada méroga funkcijas.

Nevienmeériga diskretizacija. Vienmeérigo diskretizaciju var uzskatit par
nevienmérigas diskretizacijas specialgadijumu, kad signala mérjjumus (nolases) nem laika
momentos ,=nT, n€Z. Nevienmérigas diskretizacijas gadijuma attalumi 4¢,=¢,,,—1, starp
mérfjumiem var but dazadi, un signalu atjaunoSanu var balstit uz divam pieejam — koeficientu
¢, noteikSanu izveletajam modelim (1.23) atbilsto$i dotajiem m&rijjumiem, vai art jaunu bazes
funkciju (vai telpu) defin€Sanu, kas ir labak piemérotas konkrétajai atjaunosanas problémai
[24], [28], [34], [47], [60], [70]. AtsevisSki var atzim&t tadu funkciju pielietojumu, kas ir
ierobezotas laika apgabala un vienlaikus maksimali kompaktas frekvencu apgabala [71]. Tas
ir izstieptas sferoidalas vilnu funkcijas, kuru sikaks apraksts dots 3. pielikuma.

Pie nevienmeérigas diskretizacijas saistiba ar signalu atjaunoSanu no Ilimenu-
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Sk&rsojumu nolasém atgriezisimies v&l 4. nodala.

1.5. Kopsavilkums

Nodalas sakuma tika dota klasiska nolasu teoréma, kurai biitiska nozime ir misdienu
signalapstradé — ta pasaka, ka analogo signalu parveérst skaitlu virkn€, kuru talak jau var
apstradat ciparu veida.

P&c tam tika paradits, ka frekvencu josla neierobezotu signalu filtracija ar idealu zemo
frekvencu filtru dod izejas signalu, kas ir ieejas signala aproksimacija (ortogonala projekcija)
ar minimalu kvadratisko kludu frekvencu josla ierobezotu signalu telpa.

Saistiba ar Senona rezultata praktisko pielietojumu ir jaatzimé ari dazas problémas.
Pirmkart, ta ir idealizacija — reali signali nav frekvencu josla ierobezoti [73]. Otrkart,
neeksisté ideals zemo frekvencu filtrs, un, treskart, Senona atjaunoSanas formulu reti izmanto
praks€, kam par iemeslu ir sinc funkcijas léna rimsana [64]. Tapéc nodala tika apskatits ari
Senona modela paplasinajums telpas L, signaliem, defingjot aproksimacijas telpu ¥ (¢), kas
attiecigi lauj izmantot daudz vienkarsakas funkcijas ¢ (7). Atkariba no uzdevuma nostadnes
tika paraditas tris pieejas — diskretizacija ar minimalu kvadratisko kludu, saskanota
diskretizacija un nolaSu interpolacija. Ka talak izriet§ja no klidu analizes, tad mazako
aproksimacijas kliidu dod diskretizacija ar minimalu kvadratisko kliidu, bet lielako — nolaSu
interpolacija, kam par iemeslu ir prieksfiltra neesamiba, kas attiecigi rada frekvencu
uzklasanas kroplojumus.

Nodalas beigas tika doti arT divi svarigakie nolasu teoré€mas visparinajumi, no kuriem

ka specialgadijumi izriet daudzi citi nolasu teorémas paplaSinajumi.
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2. KLASISKAS SIGNALAPSTRADES UZLABOJUMI

Pirmaja nodala apskatita signalu diskretizacija balstijas uz Naikvista kritérija (1.13)
iev@roSanu attieciba uz signala frekvencu joslu — jo lielaka ta ir, jo lielaka diskretizacijas
frekvence ir nepiecieSama. Tomér ir aplikacijas, kuras $ads datu ieguves panémiens nav
efektivs vai ir griti realiz€jams parak augstas signalu frekvences dgl, tapéc Saja nodala tiks
apskatitas vairakas signalapstrades pieejas, kas nem véra nevis kop&jo aiznemto signala
frekvencu joslu, bet gan ta parametru skaitu, kas pilniba raksturo So signalu. Nodalas beigas
tiks arT apskatita signalu laika kod@Sana, kas ir analogo signalu reprezentacija ar diskréta laika

secibam.

2.1. Ciparu signalu apstrade bez frekvencu uzklasanas kroplojumiem

Ciparu signalu apstrade bez frekvencu uzklasanas kroplojumiem (Digital Alias-free
Signal Processing: DASP) ir signalapstrades pieeja, kas balstas uz signala vértibu fiksaciju
nevienmerigi izvietotos laika momentos, ka ari to pielidzinaSanu nevienmerigi izvietotiem
kvant€Sanas limeniem [9]. Tas lauj izvairities no ciparu forma pierakstita signala spektra
periodiskuma un Jauj apstradat signalus diskréta forma daudz plasaka frekvencu diapazona,
neka to pielauj tradicionala signalu ciparapstrade. To attieciba uz nevienmérigo diskretizaciju
uzskatami parada talak sekojoSais piemérs.

Diskréta signala attelojumu frekvenéu apgabala var atrast ar Diskréto Furjé

Transformaciju (DFT):

Sm:]il s e 2N (2.1)
n=0

kur snzs(nT ) ir vienmerigi diskretizéta signala nolases, N ir nolasu skaits, un S, ir DFT

koeficienti frekvencém
fu=SamIN, (2.2)
kur f,=1/T ir signala diskretizacijas frekvence un m=0,1,..., N—1. Ja s(¢) satur
frekvences, kas parsniedz /,/2, tad ta periodizétais spektrs parklajas. Piemérs tam paradits
2.1. attela, kura divu harmoniku (0.3 un 0.8 Hz) signals diskretizéts vienmerigi ar frekvenci

f4=1 Hz. Rezultata signala DFT spektra frekvenéu josla lidz f,/2 paradas 0.2 un 0.3 Hz

harmonikas, no kuram pirma atbilst patiesas 0.8 Hz harmonikas spogulatt€lam — tatad Saja
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gadijuma, nezinot, kada ir signala maksimala frekvence, nav 1sti skaidrs, kuras no ¢etram 0.2,

0.3, 0.7 un 0.8 Hz harmonikam signals satur.
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2.2. att. Nevienmerigi diskretiz€ts signals un ta DFT spektrs
Lai situaciju mainitu, vienmé&rigo diskretizaciju aizstaj ar gadijuma nevienmé&rigu
diskretizaciju (2.2. att€ls), nolaSu S(fn) laika momentus izvéloties atbilstosi izteiksmei
t,=n+0.657, kur 7, ir gadijuma skaitlis intervala 7,€[0,1]. Rezultata signila vidgja
diskretizacijas frekvence sakrit ar /,=1 Hz, un iegitais DFT spektrs atbilst 2.2. att€lam pa
kreisi. Signala DFT spektru $aja gadijuma atrod ar visparinato DFT izteiksmi [33]

N—-1

S, =2 s(t,)e e, 2.3)

n=0
kur @ ir signala garums, S, ir spektra koeficienti frekvencém
f,=mlo, (2.4)
m=0,1,..., M —1,un M nosaka maksimalo frekvenci, lidz kurai spektrs tiek rékinats. Lai arT
eksponentfunkcijas izteiksmé (2.3) neveido ortogonalu funkciju bazi un iegitais rezultats
neatbilst patiesajam signala spektram, prieksstats par signalu saturo$ajam komponentem kliist

skaidraks — no 2.2. att€la izriet, ka divas jaudigakas komponentes atbilst patiesajam signala
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0.3 un 0.8 Hz frekvencém, bet 0.2 un 0.7 Hz harmonikas, kas 2.1. att€la radusas periodizéta
spektra parklaganas rezultata, ir pavajinajusas. So Tpasibu, kad nevienmérigas diskretizacijas
rezultata vajinas uzklajoSos komponenSu jauda, izmanto signalu diskréto harmoniku
noteikSanai ar komponensu secigas izvilk§anas metodi SECOEX (SEquental COmponent

Extraction) [61].

2.1.1. Pseidogadijum-diskretizacija

DASP teorijas un pielietojumu attistiba ir balstjjusies uz pieeju, ka signals tiek
diskretiz€ts nevienmérigos, bet iepriek§ zinamos, p&c noteikta algoritma uzdotos laika
momentos. Ta ka iesp&jami ir dazadi diskretizacijas panémieni [ 10], tad to izv€li var balstit uz
to realizacijas un turpmako aprékinu sarezgitibas pakapi. Apskatisim sekojo$o pieméru.

Pienemsim, ka frekvencu josla lidz £, /2 ierobezotu analogo signalu diskretizé
vienmérigi ar diskretizacijas frekvenci /.. Nolasu laika momenti ir ¢,=k/F, =kT,
k=0,1,...,K—1, un signala garums ir @=KT7. Ja So signalu vé&lamies diskretiz&t
nevienmerigi ar samazinatu vidéjo diskretizacijas frekvenci f=F ! M, kur M >1 ir vesels

D ) . . ) ( .
skaitlis, tad izdevigi nolaSu laika momentus /, nemt no kopas (? k}kzo,l x—1 €lementiem,

piem&ram, saskana ar izteiksmi

t,=nT+a,T, (2.5)
kur T=1/f=MT un a, — pseidogadijumskaitlis no veselo skaitlu kopas [0,M —1]
(diskretizacijas piemers, ja M =3, paradits 2.3. attela). Tatad ‘[1,7},1:0‘1“__‘1\,_1, kur N <K, bis

kopas [t k}k:o,l x—1 apakskopa. Izdevigi tas ir tap€c, ka nevienmerigi diskretizeta signala

spektra novertéjumu saskana ar (2.3) Saja gadijuma var aprékinat ar klasisko DFT izteiksmi:

N—-1 K-1 K-1

Sm: Z s (tn)eﬁjlm,,m/@: Z y(tk) eﬁ/27rr,‘ m/(~): Z y(tk)eﬁ/'anm/K’ (26)

n=0 k=0 k=0

kur m=0,1,..., K—1 un

S(tk)ﬂ ja tke{tn}

[, =
y(t) 0, ja 1,&lt,].

2.7)

Ta ka (2.6) dod DFT spektru ar nullém pilditam signalam y(7,) (2.3. attéls), tad

iegiitais rezultats at3kirsies no patiesa s(7,) spektra, kura precizéanai talak jau var izmantot

SECOEX metodi, kas apskatita nakamaja apaksnodala.
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2.3. att. Signala s(t,) ar nullém pilditais signals v (z;)

2.1.2. Komponensu seciga izvilkSana

Komponensu secigas izvilkSanas metodi SECOEX var pielietot spektralo komponensu
parametru noteikSanai signalam, kas sastav no vienas vai vairakam harmonikam:
M
=2 4,sin(27 f,1+9,). 28)
m=1
Zinot nolasu {S(tn)} Z{sn},,:o, ... ~-1 un laika momentu [t n} vertibas, uzdevums ir atrast
harmoniku amplitadas 4,,, frekvences f,, un sakumfazes ¢,,.
SECOEX pamata ir iterativs algoritms [61], kura katra iteracija tiek atrasta viena

harmonika:

{Sl,n}:{sn};
NZ (s, ,—Asin(27 f,¢,+ @,))’=min; (2.9)

[sip1al=lsi,—Aisin(27 £ 2, + 9},
kur i > 0 apzImé iteracijas numuru, 1S,-‘n} ir signala nolases iteracija i, un A4;sin 27 fit+¢,)—
meklgjama harmonika, kuras parametrus 4;, /', un ¢, nosaka, risinot minimizacijas uzdevumu.
Ja §ie parametri ir atrasti pareizi, tad péc harmonikas atnemSanas atlikuSais signals to vairs
nesatur. Rezultata signala energija, iteraciju skaitam pieaugot, samazinas, un algoritma izpildi
partrauc, ja signala energija kltst pietickami maza vai tiek atrasts noteiks harmoniku skaits.
Lai uzlabotu SECOEX metodes precizitati, kas liela méra atkariga no harmoniku

frekvendu /', noteikSanas precizitates, iterativo algoritmu (2.9) papildina ar vél vienu rindu

[VII ]:
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N-1 2

Z s —Z A, sin(2z f t,+¢,)|=min, (2.10)

n=0 m=1
lai ar mazako kvadratu metodi atrastu ieprieks uzdoto frekvencu f m}mzl,z ____ » harmoniku
amplitadas {4,] un sakumfizes (¢, ). Kombingto piceju $aja gadijuma, sakot ar nolasém

{Sl,n}:{sn}, var rakstit:

1

N—
Z ( s, ,—A,sin 27rjl .t ))2=min;

n=0

—1 i 2

s, ZA sin(27 f,t,+ ¢,)| =min; (2.11)

M’Z

3
Il
o

i
{Si+ 1.;7}:{51,11_2 A/Sin (Zﬂ.fl tn + gol)}a
=1

kur pirmais solis ir signala jaudigakas harmonikas frekvences /; noteik§ana — $im noliikam
var izmantot DFT izteiksmi (2.6), otrais solis ietver amplitidu {4,| un sakumfazu {¢,|, kas
atbilst iepriekS atrastajam frekvencém lf ,},:1‘2,”,,,-, aprékinu, bet treSaja soll visas i
komponentes tiek atnemtas no sakotngja signala. Rezultata katra iteracija tiek parrékinatas
{4,} un ¢, vertibas, nemot véra visas ieprieks atrastas /. /,...., f;_; un jauno frekvenci /.

Tas lauj precizak noteikt harmoniku parametrus, iteraciju skaitam pieaugot.
2.1.3. DASP pielietojums

DASP pieeju var izmantot augstfrekvences signalu ciparapstradei ar salidzinosi
zemaku frekvenci neka to pieprasa klasiska nolasu teoréma, ko demonstréjusi ar1 Elektronikas
un datorzinatnu instittta izstradata DASP-Lab sistéma [94], kas 1.2 GHz diapazona signalu
sp&j apstradat ar 80 MHz vidgjo diskretizacijas frekvenci, tad€jadi 30 reizes parsniedzot
klasiski pielaujamo frekvendu joslu. Sada apstrade ir iespéjama, ja vien signdla no nulles
atSkirigo spektra dalu frekvencu joslu summara josla neparsniedz pusi no vidgjas

diskretizacijas frekvences.
2.2. Kompresiva detekteSana

Saskana ar klasisko apstradi signalu diskretizacijas frekvencei jabiit vismaz divas

reizes lielakai par signala frekvencu joslas platumu, kas daudzos pielietojumos (pieméram,
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ciparu attelu un video kameras) dod parlieku lielu nolasu skaitu un rada nepiecieSamibu péc
datu kompresijas, ka arT sadardzina iekartu (att€lveidoSanas sistémas medicina, atrdarbigie
ACP) izgatavoSanas izmaksas parak augstas diskretizacijas frekvences dél.

So trikumu novérSanai ir attistita jauna signalapstrades pieeja — kompresiva
detekt€Sana (Compressive sensing: CS), kas pamatojas uz faktu, ka daudzus signalus var
izteikt ar nelielu no nulles atSkirigu koeficientu skaitu noteikta funkciju bazg, kas attiecigi lauj
Sos signalus pilniba reprezentét ar nelielu to meérjjumu skaitu [15], [25].

Minimalais nolasu (mérijjumu) skaits CS gadijuma ir vairak atkarigs nevis no signala
frekvencu joslas platuma, bet gan no ta, cik “retinats” (sparse) tas ir. Pienemsim, ir dots reals
signals s(7), kuru var izvérst ortonormalu funkciju bazé (¥, },—1 > v:

N
s<r)=Zlcnwn<z), (2.12)
kur ¢,=(s,y,). Laika momentos Ly, k=1,2,..., K, signala vértibas bs:
N
s(tk):Z}cnl//n(tk). (2.13)
Rakstot (2.13) matricu forma un pienemot K =N, iegiist
s=%ec, (2.14)

T

kur s=[s(7,),s(t,),....s(ty)]", e=[c,, ¢cs,....cx] un ¥ ir N XN transformacijas matrica ar

elementiem IIU/(V,,:l//”(t;\,). Vektori s un ¢ ir ekvivalentas s(t) reprezentacijas, tikai s signalu
att€lo laika apgabala, bet ¢ — funkciju baze {l//,,}nzlyzww. Ja koeficientu vektoram ¢ no nulles
atSkiras tikai M elementi, tad dotais signals s ir M bazes funkciju lineara kombinacija un to
sauc par M -retinatu. Savukart ja attelojuma vektora ¢ tikai daziem koeficientiem ir lielas
vertibas, bet pargjie ir salidzino$i mazi, tad signalu s sauc par saspiezamu — mazos
koeficientus aizvietojot ar nullém, bet lielos atstajot, atjaunotais signals tikai nedaudz
atSkirsies no originala.

Nemot veéra, ka saspieZzami signali ir labi aproksim€jami ar M-retinatu attelojumu,
izveidota ir transformacijas kodeSana [56], kurai liela nozime ir datu ieguves sist€émas,
piem&ram, ciparu kameras. Sakuma tiek ieglts N nolaSu signals s, no kura aprékina
transformacijas koeficientus ¢="¥s, un talak atrod M lielakos koeficientus, kuru vertibas un
pozicijas kodg, bet pargjos N —M koeficientus atmet. Sadai signalapstrades pieejai —
diskretizacija un tad kod€Sana, piemit tris neefektivitates:

1) sakotngjais nolaSu skaits /V var biit loti liels, pat ja M ir mazs;

2) neskatoties uz to, ka beigas tiek atstati tikai M transformacijas koeficienti, sakuma tiek
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aprekinati visi V koeficienti;
3) kodétas tiek ne tikai atstato koeficientu vertibas, bet ari to izvietojums, tadéjadi
palielinas kopgjais informacijas daudzums.
Kompresiva detekteSana Sis neefektivitates nover§, balstoties uz tieSu signala
att€lojuma iegtiSanu [15], [25]. Mérjjumus ¥, Saja gadijuma iegist ar skalariem reizinajumiem
u,=(s, (p,>=q),Ts starp signalu s un vektoriem {(Pz}lzl,z,...,u kur L<N. Liekot Sos vektorus

L X N matrica @, kuras rindas / elementus veido transponétais vektors ¢, , iegiist
u==0s. (2.15)
Savukart no (2.14) un (2.15) izriet
u=P%¥Yc=0c, (2.16)
kur @=® Y ir L XN matrica (2.4. attela paraditaja pieméra ® ir gadijuma Gausa méeriSanas
matrica, ¥ ir diskréta kosinusa transformacijas matrica, kas dod M =4 no nulles atSkirigus
vektora ¢ koeficientus, un u ir iegito mérjjumu vektors, ko veido matricas @=® ¥ cetru

iezimé&to kolonnu lineara kombinacija).

u D s ()]
; I_I -I! E I.I I.E
= . !. [ ] = i II [ ]
H = i} | & I |
Lx1 L XN LxN
N X1

2.4. att. Signala CS m&rjjumu iegiiSana ar gadijuma Gausa matricu @
MerTjumu process nav adaptivs, jo @ ir noteikts un nav atkarigs no signala s. Uzdevums ir
atrast stabilu meériSanas matricu ® ta, lai nezustu nozimiga informacija par jebkuru M -
retinatu vai saspiezamu signalu, samazinot ta dimensiju no N (vektors s) uz L (vektors u), ka
ar1 uzdevums ir atrast algoritmu signala s atjaunosanai no L ~M mérfjumiem u. Taka L<N,
tad sist€ma (2.15) ir nenoteikta, un tai eksisté bezgaligi daudz atrisinajumu, bet, ja nem véra,
ka signals ir M -retinats, tad (2.15) ekvivalento sisttmu (2.16) var atrisinat, ja L=M.
Nepieciesamais un pietickamais nosacijums $aja gadijuma ir — matricai ® piemit ierobezotas

izometrijas Tpasiba [16], t.i., jebkuram M-retinatam vektoram v izpildas nevienadiba

ov;
l—asulera, @.17)
vl
kur ¢€(0,1) un ||v|,=( Z |vn| . Ar to ir arl saistits nesaskanotibas nosacijums, kas

pieprasa, lai matricas ¥ kolonnas nebiitu iesp&jams retinati att€lot ar matricas ® rindam, un
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otradi.

Ka izradas, tad izometrijas pasSibu un nesaskanotibas nosacijumu neatkarigi no
transformacijas matricas ¥ ar lielu varbutibu var sasniegt, izmantojot gadijuma matricu @,
kuras elementi, pieméram, ir Gausa sadalifjuma gadijumlielumi ar nulles vid&jo vertibu un
dispersiju 1/L [4]. Signalu s $aja gadijuma ar lielu varbutibu var atjaunot no vektora u, kas
satur L m&rfjumus, ja

L>aM log(N/M )< N, (2.18)
kur a=1/¢” ir maza konstante [4]. Ta ka L <N, tad vienadojumu sistéma (2.16) dos bezgaligi
daudz atrisinajumu ¢, kuriem u=0¢, tapéc, lai nonaktu pie pareiza risinajuma, vektoram ¢

var uzlikt vienu no papildus nosacijumiem:

N
1) summa Y_|¢ [ ir minimala (vektora ¢ energija ir minimala);

n=1

N
A 10 . . . — A it — . . .« . —
2) summa Z |¢,|' ir minimala (vektora ¢ no nulles atSkirigo elementu skaits ir minimals);
n=1

N
3) summa ,|¢,| ir minimala.
n=1
Ja izvélas pirmo nosacijumu, tad iegitais risinajums ¢=07 (@) "u praktiski nekad nebis
M -retinats, jo saturés daudzus no nulles atSkirigus elementus. Ja izv€las otro nosacijumu, tad
M -retinatu signalu ar lielu varbiitibu var atjaunot no L=»M + 1 mérjjumiem [5], tom&r §ads
risinajums ir skaitliski nestabils un prasa ilgu aprékinu laiku. Vispiemeérotakais izradas ir
treSais nosacijums, kas precizi lauj atjaunot M -retinatu signalu un tuvinati aproksimét
saspiezamu signalu no L=>aM log(N/M) ar Gausa matricu ieglitiem m&rfjumiem.
Atjaunosanas dazados algoritmus var atrast darbos [15], [25], [26], [30].
CS pielietojums. CS pieeju var izmantot gan datu ieguvei, gan apstradei [26]. Viens

no piemériem ir viena piksela kamera (2.5. att€ls).

lenakosa
gaisma

Fotodiode

Atels

2.5. att. CS viena piksela kamera [79]
Klasiskaja ciparu kamera gaisma, kas nak no objekta, caur l€cu tiek fokus€ta uz

sensoru matricu, kuras sensoru skaits nosaka kameras izskirtspeju. Uz CS pieeju balstitaja
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viena piksela kamera sensoru matricas vieta tiek lietots mikrospogulu masivs (DMD matrica),
kas sastav no N regulgjamiem mikroskopiskiem spoguliem, kuru orientaciju maina “iesleégta”
vai “izslegta” stavoklt [79]. leslégta stavoklt spogulis no objekta nakoSo gaismu atstaro uz
sekundaro lecu, kas So gaismu fokus€ uz sensoru. Visu spogulu orientaciju nosaka
gadijumskaitlu generatora (RNG) dotais gadijuma paraugs @,, un katrs atseviskais paraugs
rada spriegumu uz fotodiodi (vienu pikseli), kas atbilst vienam mérfjjumam u,. Atkartojot
procesu L reizes, ieglist m&rjjumu vektoru u, kuru talak sttot signalapstrades blokam, tiek

veikta attela rekonstrukcija.
2.3. Signali ar galigu inovaciju skaitli un to apstrade

Signala inovaciju skaitlis p ir parametru (brivibas pakapju) skaits, kas raksturo So
signalu [88]. Tas rada, cik nolases (m&rfjumi) viena laika vieniba biitu janem, lai signals butu
precizi atjaunojams. Dosim dazus piemerus:

1) frekvencu josla lidz F . ierobeZotu signalu pilniba reprezenté nolases, kas nemtas
vienmérigi ar diskretizacijas frekvenci 2., [idz ar to signala inovaciju skaitlis ir

pP=2F, .

2) jasignalu s () apraksta izteiksme

S(t)=zcn¢(t_TnT), (2.19)

nez

kur ¢(¢) ir zinama funkcija, tad signala inovaciju skaitlis ir p=1/T, kas atbilst
koeficientu ¢, skaitam viena laika vieniba;
3) jalaika nobides izteiksmé (2.19) ir nevienmérigas, tad signala
- t—t

s(t)= ; c, ol 7 “) (2.20)

brivibas pakapes veido laika momenti 7, un koeficienti ¢,,;

4) ja dota funkciju kopa {(o,( t)};: 1.2,...., un patvaligas aiztures /,, tad signala

NOEDIPIIACSS (2.21)

n=—o [=1
brivibas pakapes ir latka momenti Z, un koeficienti ¢,,.
Teviesot funkciju C,(z,,7,), kas skaita signdla s(¢) brivibas pakapes laika intervala

[7,.1,], inovaciju skaitli p defing izteiksme
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p=lim é C,(— % %- (2.22)
Attiecigi signalu, kura reprezentaciju nosaka izteiksmes (2.20) un (2.21), un kura inovaciju
skaitlis (2.22) ir galigs, sauc par signalu ar galigu inovaciju skaitli [88]. Definét var ar1 lokalo
inovaciju skaitli loga garuma @:

p@(t)=éCs(t——,t+—). (2.23)

Galiga garuma vai periodiskam signalam ar garumu (periodu) @ brivibas pakapju

skaits ir galigs un vienads ar C,(0,0)/0.
2.3.1. Diraka impulsu virknes

Periodiskus signalus ar periodu @ var izteikt ar kompleksu eksponentfunkciju Furjé
rindu
Z S(n)e’"®" (2.24)

kur S(n) ir rindas koeficienti:

1 9 — /nlt
)J=— 2.25
o1 st (2.25)
Ja ir dota K Diraka impulsu virkne, kas periodiski atkartojas ar periodu ©, tad signalu

N (t)zz c 5(t tm), kurt,.x=t,+ @unc,  =c,, var ekvivalenti rakstit

mezZ M
Z ¢, Z S(t—t,—m®). (2.26)
Signala inovaciju skaitlis $aja gadijuma ir

2K
P="5 (2.27)

ko nosaka 2 K brivibas pakapes (laika momenti un koeficienti) viena perioda. Nemot vera, ka

impulsu virkni Zme ,0 (t—=mO) var izteikt ar Furjé rindu
Z 5(t-mo) (19 S (2.28)
tad izteiksme (2.26)
1] <& jn=(t—t,)
Z S(t—t,—mO)= 5 Z (2.29)
No (2.26) un (2.29) seko
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K—1 jn2Z 2%
DT DI WP 1) A (2:30)

k=0 n=—oo n=—oo @ k=

lidz ar to impulsu virknes (2.26) Furjé rindas koeficienti ir
1 K-l —j nzTﬂtk
:5;)cke o (2.31)

Ka velak tiks paradits, tad signalus ar $sadu spektru pilniba reprezenté 2 K + 1 Furj€ rindas

koeficienti.
2.3.2. Anihil€josais filtrs

Anihilgjosa filtra definicija [78], [88]: filtru &(n) sauc par signala s(n) anihilgjoso

filtru, ja katram n €7 izpildas:

(s%&)(n)=0. (2.32)
Vienas eksponentfunkcijas signala s (n)=c,e’" anihilgjosais filtrs ir:
I, ja n=0
E(n)={—'™, ja n=1 (2.33)
0, citur.
To viegli parbaudit:
(s*&)(n)=s(n)&(0)+ S(n—1)5(1)=coejw””—coe‘f”“("*l)ef"'w“:O. (2.34)

Vairaku eksponentfunkciju signala s (n)= Y ¢, e’“" anihilgjosais filtrs ir:

f(”):(fo*fl*"'*f[(—l)(”), (2.35)
kur
I, ja n=0
Eeln)=1—e/ ja n=1 (2.36)
0, citur.
Tas izriet no izteiksmes:
S*é (co jwon+ +CK lejw;\ \Vl) (é *é[{ 1 Z ck jwm ék*))zo (237)

Filtra (2.35) z-transformacija ir

K—1 K—1

K
Z(z =z ez )= E(k)z, (2.38)
k=0

k=0 k:()

kur &(0)=
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2.3.3. Anihiléjosa filtra metode

Delta impulsu virknes (2.26) Furjé rindas koeficientiem (2.31) var atrast anihilgjosa

filtra koeficientus & (n), n=0,1,..., K, kuriem katram / € Z izpildas vienadiba
(Sx&)(1)=(&xS)( Z &n (2.39)
Tatad & (1) izriet no vienadojumu sistémas
S(1) S(i-1) - S(I-K) | <(0)
S(I+K) S+Kk-1) - s{n)  |le(k)
kas satur 2K + 1 spektra koeficientus S(/—K),S(/—K +1)...,S(/+ K) frekvenéu josla

2 2 . o
[(1-K)=E (1+ K) =2 ) ). Zinot &(n) un ievérojot (2.38), talak jau var atrast anihil&josa filtra

z-transformaciju
K K-1 7/
2(z)=Y )z =[T(1-¢ /@ 27, (2.41)
n=0 k=0
no kuras izriet delta impulsu laika pozicijas 7,. Svara koeficientus ¢, savukart atrod no (2.31)

izrietos$as vienadojumu sisteémas

wy uy e | e s(1)
1 I+1 I+1 I+ 1
5 MO;F ul;r u’{“ Cl — S(Z+ 1) ’ (242)
uff K—1 u/]+1<71 ”1/:7[1{71 Cr S(l+ K—l)
kur u, =e /"¢,

Nemot veéra ieprieks klastito, impulsu virknei (2.26) var formulét $adu teorému [88]:
izvéloties filtru ar impulsa reakciju 7 B(t)ZBsinc(nBt), kur B=p=2K /6, un diskretiz&jot
signalu (s*%;)(¢) punktos 7,=m/B, m=0,1,..., M—1, kar M>2N+1 un N=|BO/2|,
iegiitas nolases

Yu={s(t), hy(mlB—t)) (2.43)
ir pietiekamas, lai pilniba raksturotu s ().

Teorémas pieradijums ir sekojoss. Filtrs /;(¢) ir ideals zemo frekvendu filtrs, kas
ieejas signalu s(¢) ierobezo frekvendu josla [—z B, B, lidz ar to filtra izejas signalu y(z)

apraksta Furjé rinda (2.24), ja [n27/0|<Bx:
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N jnzf”t
y(t)=(sxh,)(t)= X S(n)e °, (2.44)
n=—N
kur N =| BO/2|= K . Nofiltréta signala nolases savukart ir
27T
y =y(mlB)= Z S(n)e’ "o, (2.45)
n=—N

no kurienes izriet 2N + 1 koeficienti S(n), ja vien M >2N + 1. Talak, zinot S(7) un
izvéloties /=0, no (2.40), (2.41) un (2.42) scko anihilgjosa filtra koeficienti un meklgtie laika
momenti /, un svara koeficienti ¢,.

Apskatitas signalapstrades piemers paradits 2.6. attela.

1 L 4
S(f) 003+
05+
= 2
g [ ! { g
2 0 2 0
= =
£ ‘ £
<< <<
05¢
003
At
o] 5 10 15 20 o] 5 10 15 20
Laiks (s) Laiks (s)

2.6. att. Diraka impulsu virkne s () un tai atbilstoSais zemo frekvendu signals y(¢) ar nolasem
y(m/B), kas pilniba raksturo s (¢)
Signals s(¢), kas sastav no K =7 impulsiem un tad&jadi aiznem bezgaligi plasu frekvenéu
joslu, tiek filtréts ar idealu zemo frekvencu filtru, kura caurlaides josla [—7 B, 7 B] izvéléta
saskana ar signala inovaciju skaitli B>p=2K/©®=14/20=0.7. Filtra izejas signalu (2.6.
attela pa labi) talak diskretizé punktos ¢, =m/B, kur m=0,...,14, lai no iegiitajam nolasém
atrastu Furjé rindas (2.45) koeficientus S(7), |7|<N=K=7. No tiem savukart aprékina
anihilgjosa filtra koeficientus un talak sekojoSos impulsu parametrus 7, un c,. legitais
rezultats praktiski sakrit ar originalo impulsu virkni, tapec 2.6. attéla nav atskirams no s ().
Citi signalu piemeri. Anihil&josa filtra metodi var pielietot arT periodisku ar periodu
@ nevienmérigu splainu s(¢) apstradei, kuru R + 1 kartas atvasinajums ir periodiska Diraka

impulsu virkne

00

st Z Z (t—t,—m@), (2.46)

kur 7, atbilst splainu mezglu vietam [88]. Lidz ar to, zinot signala s(¢) Furjé rindas

koeficientus S(n), [n[>K, kurus atrod no filtréta signala (s%hy)(t) nolasem, var aprékinat
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Diraka impulsu virknes koeficientus

S(RH)(n) (]n%) S(n), (2.47)

no kuriem talak seko anihilgjosa filtra koeficienti un impulsu laika momenti 7, un svara
koeficienti ¢,.

Metodi var pielietot ari ultraplatjoslas (UWB) signalu apstradei. UWB parraides
gadifjuma informacijas biti tiek siititi ar ultraisiem impulsiem g (), kuru aiznemta frekvencu

josla parsniedz 500 MHz. Uztveréja dala uzdevums ir atrast parraidita signala
K—1
1)=2 c;gli—t,) (248)
k=0

laika momentus 7, un amplitidas ¢,, kas reducg€jas uz Diraka impulsu virknes uzdevumu,

nemot veéra, ka (2.48) ekvivalenta izteiksme ir:
S(t)=g(f)*(z Ck5(f—lk))- (2.49)

Lidz ar to, ja ir zinami filtréta signala (s*/5)(¢) Furjé rindas koeficienti S(n), |2[=K, un
UWB impulsa g(7) spektra koeficienti G(7), tad var atrast delta impulsu virknei atbilstosos
koeficientus S(7)/G(n). Lai gan virkne $aja gadfjuma ir galiga, anihilgjo§o metodi var
pielietot ar ierobeZota garuma signaliem, turklat /,(7) vieta var lietot arf Gausa filtru

h(t)=e""?7 [88].

o

Ja UWB parraid€ izmanto dazadas formas impulsus { g,(t)}lzm ,,,,, L, L.,

K,—1 L

:; Z: cpgilt—t,) Z(g;(l)*(Zj_ol ¢y o(t—1,) ], (2.50)

=1
tad anihilgjosa filtra metodi vairs nevar pielietot, jo signalu veidojosas atseviskas virknes

K,—1

g,(t)*(zkzo c,0(t—t,)) %aja gadijuma nav atdalamas. Ka paradits darba [VI], arT §adu

signalu atjaunoSana no ierobezota skaita Furjé rindas koeficientiem ir iesp&ama, ja

anihilgjosa filtra vieta izmanto minimalas dispersijas filtru.
2.4. Laika kodeSana

Frekvencu josla lidz F .. ierobezotus signalus s(¢) parasti ir pienemts reprezentét ar
laika vienmerigi izvietotam nolasém s (nT ), neZ, <1/ (2F mm), kuru kodétas vertibas veido

signalam s(¢) atbilstodo ciparsignalu. Var teikt, ka ACP $aja gadijuma realizé amplitiidas
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kodgsanu, jo informaciju par analogo signilu péc parveidojuma satur nolasu s(z,=nT)
kvantetas vertibas.

Laika kodéSana ir analogo signalu reprezentacija ar diskréta laika secibam —
informaciju par analogo signalu péc parveidojuma satur laika momentu 7,, n €Z, kvantétas
vertibas, bet paSu kodésanu parasti veic asinhrons ACP (AACP), kas darbojas bez taktimpulsu
generatora [49]. Sada pieeja lauj samazinat parveidotaja energijas patérinu, ko sinhrona ACP
gadijuma paaugstina lielas taktimpulsu frekvences, ka ar1 lauj samazinat elektromagnétisko
interferenci, kas kroplo ieejas analogo signalu un pasu parveidojumu kopuma [36], [87].

Viens no vienkars$akajiem laika kodéSanas piemériem paradits 2.7. attéla.

A z()

s(t) /
_iu(t)

sty |— 2(1)
—)-lf\ji/.l—)- — /_\_

u(t)

t

1 1 1 | L

-1 ty th+1 th+2

2.7. att. Ieejas signala s (¢) reprezentacija ar diskréta laika 7, secibu, kas atbilst izejas signala
z(¢) parslégumu vietam

Komparatora ieejas signalu s(¢)—u(¢), kur u(¢) ir zinams, $aja gadijuma salidzina ar nulles
sprieguma ltmeni. Rezultata iegttie laika momenti 7,, kas atbilst komparatora izejas signala
z(¢) parslégumu vietam, reprezenté ieejas signala s(¢) vértibas s(z,)=u(,). Zinamakie $ada
veida parveidojumi ir nulles ITmena $kérsojumu diskretizacija, kad u(z)=0 [54], [68], un
sinuslinijas Skérsojumu diskretizacija, kad u (t)=Aysin (27 fot), kur 4y=> Ls (t)| un [, parasti
parsniedz s (#) maksimalo frekvenci [9], [62].

Nedaudz sarezgitaks piem@rs ir asinhronais sigma-delta modulators (ASDM), kura
blokshéma paradita 2.8. attéla [40], [S0]. Tas sastav no summatora, integratora un Smita
trigera ar k&des parametriem @, b un d . Ieejas signala s () vértibas ir ierobeZotas:

ls(¢)|<c<b. (2.51)
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2.8. att. ASDM bloksh&ma un ta signali: s(7) — ieejas signals, y () — integratora izejas signals,
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z () — trigera izejas signals
ASDM darbibas aprakstam sakuma pienem, ka trigera izejas signals ir negafivs, t.i., z()=—b
(2.8. attels). Integratora ieejas signals s(z)+ b ir pozitivs, bet izejas signals y(z) — laika
augosa funkcija. Laika momenta #,, kad y(7) sasniedz vértibu y(¢,)=d, trigera izejas signals
maina zZimi uz pretéjo un integratora ieejas signals s(7)—b kliist negativs, ka rezultata y(¢)
sak samazinaties, I1dz laika momenta £, tas sasniedz vertibu y(tz):—d , kas attiecigi maina
trigera izejas signdla zimi uz pret&jo, un cikls atkartojas. Laika intervaliem ?€[7,,7,],

t€[t,, 1] un vispariga gadijuma t€lt,, t,,, ], k€ Z, 1idz ar to var rakstit:

t, 2}

y(t1)+;f(s(t)—b)dz=—d e [ s(t)dt=—2ad+ b(t,~1,), (2.52)
y(t2)+%}(s(z)+b)dt:d o Ts(t)dtzzad—b(g—tz), 2.53)
”f‘s(z)dz:(—1)k(zad—b(z“,—zk)). (2.54)

1y
Ka izriet no (2.51) un (2.54), tad attalumi starp secigiem parslégumiem 7, un 7, ir
ierobezoti ar nevienadibu

2ad 2ad

<t,,,—t,=<
b+C k+1 k b_c, (255)

kas attiecigi lauj izvéléties tadus @, b un d parametrus, kuriem maksimalais attalums
neparsniedz Naikvista soli, kas svarigi ir pie signalu atjaunosanas.

Laika kodeSanai preteéja darbiba ir laika dekodéSana, kas ir analogo signalu
atjaunoSana no diskréta laika secibam. 2.7. att€la paraditajam pieméram dekod&Sana ir

ekvivalenta signalu atjaunosanai no laika nevienmerigi izvietotam nolasém, jo signala vertibas
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s(t,)=u(t,) $aja gadijuma ir zinamas. Atjauno3ana parasti ir iesp&jama, ja maksimalais laika
intervals starp secigam nolasém frekvencu josla ierobeZotiem signaliem neparsniedz
Naikvista soli, t.i., izpildas nevienadiba

1
2F,

max

AtmaxzsuanZ(tn+l_tn)< (256)

kur £, ir maksimala frekvence signala spektra [29], [60].

ASDM gadijuma, ja izpildas (2.56), tad lidz F . ierobeZotu signalu atjaunoSana ir

iesp&jama saskana ar iterativu algoritmu [50]
s (0=s00+ 3 (g [} s lu)at) ge=), @.57)
kur />0 apzimg iteracijas numuru,
so(t)=§w qeglt—1y), (2.58)

koeficienti ¢, ir zinami un sakrit ar vienadojuma (2.54) labo pusi:

g,=(—1)"(2ad—b(t,,,—1,)), (2.59)
aiztures 7,=(t, + 1,,,)/2, un funkcija
g ( t): 2 qux Slnc ( 2 ﬂ'- Fmaxt) (2'60)

atbilst idedalam zemo frekvencu filtram. Signalu s(¢) iegiist robezgadijuma, kad / tiecas uz

bezgalibu, un, ka izriet no (2.57), tad to var ekvivalenti rakstit:

00

s(t)=lims,(¢)= 2 c,glt-1,), 2.61)

[—o0 n=—oo
kur nezinamos koeficientus ¢, atrod no (2.54), s (¢) vieta lickot (2.61):
© i
> ¢, [ gli=z,)di=g,. (2.62)

Rakstot (2.62) matricu forma, iegiist

q=Ge, (2.63)
no kurienes seko

¢c=G'q, (2.64)

r}HI

kur G ir matricas G pseidoinversa matrica, bet G elementi ir G, ,= f g(t—1,)dt [50], [90].

Iy
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2.5. Kopsavilkums

Otraja nodala tika apskatitas vairakas signalapstrades pieejas, kas pamatojas uz faktu,
ka daudzus signalus, kas klasiski aiznem plasSu frekvencu joslu un tadgadi prasa augstu
diskretizacijas frekvenci, kompakti var att€lot noteikta funkciju baze. Probléma Saja gadijuma
bija atrast pan@mienus, ka no signala ar mazu merjjumu skaitu ieglit visus tos parametrus, kas
pilniba raksturo So signalu.

DASP gadijuma tika apskatiti plaSa frekvencu diapazona signali, kuriem no nulles
atSkiriga spektra dala izvietojas salidzino$i maza frekvencu josla. Tas lava Sos signalus
apstradat ar samazinatu vid€jo diskretizacijas frekvenci, pielietojot pseidogadijum-
signalapstrades iespéjas.

Kompresivas detekteéSanas gadijuma tika apskatiti signali, kas noteikta funkciju baze
bija izsakami ar nelielu no nulles atskirigu koeficientu skaitu M . Tas lava Sos signalus precizi
reprezent€t ar signala un gadijumvertibu matricas skalariem reizinajumiem, kuru skaitu L
noteica no nulles atskirigo koeficientu skaits M .

TreSa signalapstrades pieeja apskatija signalus ar galigu inovaciju skaitli, kas lava
plasa frekvencu diapazona signalus atjaunot no maza frekvencu josla uzdotiem to spektru
koeficientiem ar anihil&josa filtra metodi.

Visu tris pieeju kopiga pamatdoma ir — signalu pilnigai reprezentacijai pietiek ar tik
nolasem/mérfjumiem, cik liels ir signala inovaciju skaitlis — parametru skaits, kas raksturo
signalu. Atskiras tikai nolasu/m&rfjumu iegiiSanas veids un to talaka apstrade sakotngja
signala atjaunoSanai.

Ka ceturta ar pirmajam tris nesaistita pieeja tika apskatita signalu laika kodesana, kas
ir analogo signalu reprezentacija ar diskréta laika secibam. Laika kod&Sanu parasti veic
asinhrons ACP, kuram ir vairakas prieksrocibas salidzinajuma ar sinhroniem parveidotajiem —
samazinats energijas patérin$ un elektromagnétiska interference, bet sarezgitaka klast signalu

pecapstrade.
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3. SIGNALATKARIGA NOLASU IEGUVE UN APSTRADE

Prakse sastopamie realas pasaules signali biezi vien ir nestacionari ar laika mainigam
frekvencu Ipasibam. Par nestacionaru signalu $aja gadijuma sauksim signalu, kura spektralais
sastavs dazados laika intervalos ir atSkirigs (3.1. attéls), savukart stacionaram signalam
neatkarigi no intervala spektralais sastavs paliek nemainigs (3.2. attels).

ts(2) |

R

4+ DFT 4+ DFT

k
L|'.|’1H|| '|' l|'u'q| 'JF'HM

[V |
I

| : | O e L (|
| t, t LA Tt T S 02 SO L PPN s A 1. . N
—- i} 1 2 3 4 kHz i} 1 2 3 4 kHz

3.1. att. Runas (nestacionars) signals un divu ta intervalu DFT koeficientu absoliitas vértibas
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1 : 3, : 1 2
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3.2. att. Stacionars signals un divu ta intervalu DFT koeficientu absoltitas vértibas
Ka redzams no 3.1. attla, tad signals s(¢) laika intervala 1idz 7, mainas salidzinogi
1enak neka otraja intervala péc 7, lidz ar to logisks ir jautajums, vai signala nolases pirmaja
intervala var nemt retak neka otraja? Ja var, tad ka izvéleties nolasu s (tn) laika pozicijas 7, lai

signals bitu precizi atjaunojams? Uz Siem jautajumiem atbildeésim $aja nodala.
3.1. Svarstibas ar laika mainigu frekvenci diskretizacija

Par svarstibu ar laika mainigu frekvenci f(7)>0 sauksim signalu s(¢)=cos(®(¢)),

kura faze

=2z [ f(z)dz 3.1)
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ir monotoni augo$a funkcija. Ka pieméru tilak apskatisim signalu s,(7)=cos(®,(t)) ar

frekvenci f(¢)=3—3cos(27¢) un fazi @, (¢)=6 7¢—3sin (2 7 ¢) (3.3. attels).

1

0.51

Amplitada (V)
o
Frekvence (Hz)

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Laiks (s) Laiks (s)

3.3. att. Svarstiba Sl(t) un tas momentana frekvence f (t)
Signals
s,(t)=cos(®,(t))=cos(67t)cos(3sin(27¢))+ sin(6 7 ¢)sin(3sin(27¢)) (3.2)
ir periodisks, un ta diskréto spektru atrod, npemot veéra izvirzijumus
cos(3sin(27¢))=J4(3)+ 2J,(3)cos(4mt)+2J,(3)cos(8mt)+ - 3.3)
un
sin(3sin (27 ¢))=2J,(3)sin(27¢)+ 2J5(3)sin(67¢)+ 2J5(3)sin (107¢)+ -+, (3.4)
kur J,,(3) ir pirma veida m - kartas Besela funkcija ar argumentu 3. No (3.2), (3.3) un (3.4)
seko:
si(2)=J5(3)+ (J(3) + J4(3))cos(2zt)+ (J,(3)+ J5(3))cos (4 mt)+
+(o(3)+ J(3)cos(67)+ D (=1, (3)+ J, 15(3))cos (m27e), B

m=4
kur pieaugot m, J,(3) vértibas samazinas, lidz ar to samazinas ari signala harmoniku

amplitiidas (3.4. attels).

Q
0.6
Q

e
_g 0.4r °
E
s
E
<

0.2

: T
0 2 4 6 8 10 12

Frekvence (Hz)

3.4. att. Signala s,(#) amplitadu spektrs josla lidz 13 Hz
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Lai signalu diskretizétu vienmérigi, pienem, ka ta maksimala frekvence ir /', =10 Hz, un
pargjo spektra dalu aizvac ar idealu zemo frekvencu filtru. Rezultata iegiito aproksimaciju
5,(7), kas satur sakotngja signala s,(7) lidzkomponenti un pirmas 10 harmonikas, pilniba

reprezente laika vienmérigi izvietotas nolases 5,(7,) saskana ar izteiksmi

= > 5,(1)sinc(27 F,, (1-1,))= Y 5, 1), (3.6)
k=—o k=—o
kur
h(t,t,)=sinc(2z F,, (t—t,))=sinc(2x F . t—k ) (3.7)

unt,=k/(2F,..) (3.5. attels pa kreisi).

Amplitiida (V)
Amplitiida (V)

Laik15 (s) ’ ’ Laikls (s)
3.5. att. No signala neatkariga vienmeriga (pa kreisi) un signalatkariga nevienmeriga (pa labi)
diskretizacijas
No 3.5. attela pa kreisi redzams, ka signala nolases 1éni mainigas vietas tiek nemtas tikpat
biezi, cik atri mainigas vietds. To nosaka globalais parametrs £, kas ir maksimala
frekvence signala spektra, ja signalu analiz€ visa ta garuma. Ja signalu apskata lokali, t.i.,
ierobezota laika intervala, tad katram intervalam atbilstosa signala fragmenta maksimala
frekvence (lokalais parametrs /) varétu biit mazaka, lidz ar to mazaka varétu biit ar1 signala
diskretizacijas frekvence $aja intervala. Pieméram, 3.3. attéla paraditajam signilam s,(7)
lokala maksimala frekvence f max(t ) sakrit ar signala momentano frekvenci f (t) Jautajums
ir — ka atkariba no f,..(¢) izvéléties noladu s,(,) izvietojumu laika, t.i., ka izvéleties 7, lai
§1s nolases precizi reprezentétu analogo signalu?
Viens no panémieniem $aja gadijuma ir — nolases s,(7,) nem signdla maksimumos un
minimumos (3.5. attels pa labi), tatad speka jabiit vienadibai
sit,)=cos(®,(t,))=(-1), (3.8)

no kuras izriet:
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@,(t,)=nr = t,,=¢17](n7r), (3.9)
kur @ '(-) ir funkcijas @(-) inversd funkcija. Nemot vérd, ka @,(7) augSanas atrums ir
atkarigs no signala frekvences f (t ), tad ar nolaSu izvietojums ir atkarigs no f ,W(t )Zf | (t )
Atliek tikai noskaidrot, ka atjaunot s, ( t) no s, ( tn).

Vienmérigas diskretizacijas gadijuma signalu 5,(¢) atjauno saskana ar (3.6), veicot

nolasu 5,(7,) interpolaciju ar sinc funkcijam /, (¢,1,), kuru vértibas nolasu vietas

hi(t,t,)= (1) jz ﬁii (3.10)

Divas Sadas funkcijas atbilstosi 3. un 21. nolasei paraditas 3.6. attéla pa kreisi.

1 1¢
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Laiks (s) ’ Laiks (s)

3.6. att. No signala neatkarigas (pa kreisi) un signalatkarigas (pa labi) interpolacijas funkcijas
Ja tagad apskata signalatkarigo diskretizaciju ar nolasu vietam (3.9), kas atbilst signala

maksimumiem un minimumiem, tad péc lidzibas ar klasisko gadijumu var atrast tadas

interpolacijas funkcijas /, (¢, 7,), kuram

0, ja [#
h2<t11tn): 1’ j: l:Z (3.11)

Izvéloties funkciju sin(®,(z)), tas vertibas sin(®,(¢,)) ar nulli sakritis visiem 7, jo
@, (t,)=nm. Jaso funkciju tagad dalis ar argumentu @, (1), tad funkcijas sinc (@, (¢)) vertibas
nolaSu vietas 7, ar nulli sakritls visiem /,, iznemot pie ¢,=0, kad sinc(@,(0))=1. Savukart
nobiditas funkcijas sinc (@, (¢)—®,(¢,)) atbildis (3.11), jo sinc(®,(¢,)—D,(t,))=sinc((/—n)x).
Tatad mekletas interpolacijas funkcijas ir

hy(t,t,)=sinc(®,(t)—@,(t,))=sinc(D,(t)—nn), (3.12)
kuru svarstibu raksturs ir atkarigs no signila frekvences f(¢). Divas §adas funkcijas
atbilstosi 3. un 7. nolasém paraditas 3.6. att€la pa labi.

Lidzigi ka (3.6), signdla s, () atjaunoganai var lietot izteiksmi
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00

s(0)= 2 s (t,)hy(t,1,) (3.13)

Ta ka funkcijam 5,(t,1,) izpildas (3.11), tad atjaunota signala 5,(¢) vértibas laika momentos
t, sakritis ar nolasu vértibam s,(7,). Bet kads bis atjaunotais signals laika intervalos starp

nolasém, salidzinot ar s (7)? Nemot véra, ka s,(,)=(—1)", no (3.13) un (3.12) iegiist

sii1= 3 (1 BT o) 3 (3.14)
Ievérojot kotangensa izteiksmi
7 ctg (7 x)=lim ) I o ctg(rx)= i ;, (3.15)
Nowpe—y X+ 1 e TX—NT
seko
> =ctg(®, (1)), (3.16)

@, (t)—nn

n=-—oo

lidz ar to atjaunotais signals

o0

5,(¢t)=sin(@,(1)) X

”:7%mzsm(¢1(1>)Ctg(¢1(Z)>:COS(@1(f)> (3.17)
precizi sakrit ar originalo s,(1).
Secinajums. legiita ir sinc funkcija
h(t,t,)=sinc(®@(t)—d(t,))=sinc(D(t)—nn), (3.18)
kuras forma ir atkariga no laika pozicijas ?,, bet svarstibu raksturs — no funkcijas @(7), kas
dazadiem signaliem var€tu biit dazada un atspogulotu to laika mainigas frekvencu paSibas.

Zinot @(¢), signdla nolases varétu nemt laika momentos tnzcbfl(n 7), n€Z, bet signala

atjaunoSanai varétu lietot nolasu interpolacijas izteiksmi

$(0= Y s(e)hlt,0)= Y s(t,)sinc(@(r)—nr), (3.19)

kuras specialgadijuma, ja @(¢)=nt/T, iegist klasisko Senona formulu (1.1), kas atbilst
signala atjaunoganai no laika vienmérigi izvietotam nolasém s (£,=nT ).

Saistiba ar ieglto sinc funkcijas izteiksmi (3.18) talak apskatisim jautajumus: ka
noteikt signalam atbilsto$o funkciju @(¢), un cik precizi atjaunotais signals (3.19) sakritis ar

pasu signalu s (7).
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3.2. PaplasSinata Furjé rinda

No klasiskas teorijas labi zinams, ka periodiskus signalus ar periodu @ var izverst

trigonometrisku funkciju Furjé rinda [18]

s(t)z

1 > 2 . 2
an + ; a”cos(n ?l‘)-f' ﬂnsm(n?t)’ (3.20)

kur koeficientus @, un f, atrod:

%)

é{ Jcos ngt)dt 3.21)
@]

2]‘ )sin n—t)dt (3.22)
0

Lidzigi Sos signalus var izverst arT kompleksu eksponentfunkciju Furjé rinda [18]

- in 2
=2 7. 7, (3.23)
kur
1 © —jﬂz—t
y=— [ s(t)e " dt. (3.24)
@ 0
Abos gadijumos rindas koeficientus iegist, minimiz&jot klidas signala s(z)—y(¢)
energiju
%]
[Is(t)=y (e ar, (3.25)

0
kur y () sakrit ar (3.20) vai (3.23) labo pusi.
Ka paradits darba [I], tad periodiskus signalus ar periodu ®@ var izverst paplasinataja
trigonometrisko funkciju Furjé rinda (EFS: extended Fourier series) ar laika mainigam

frekvencém, t.i., rinda

1 = 2 : T
t)l=—a,+ D(t))+ b Dt
s(t)=5aq ;ancos(n 2(0) (¢))+ b,sin(n o) (1)), (3.26)
kur
t
o(1)=[ dr, (3.27)
0 8 T)
bet g(7)> 0 ir periodiska ar periodu @ funkcija. Rindas koeficientus
%]
2 s(t) T
a,= cos(n @ (t))dt (3.28)
qﬁ(@){ glt) ®(0)
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un

b =—2 j S G (=27 (1)) di (3.29)
" ®(6)y glt) '
$aja gadijuma atrod, minimizgjot svérta kladas signala (s (z)— y())/+/g(¢) energiju

2]

1
og([

)(s(t)—y(t))zdt, (3.30)

kur y(¢) sakeit ar (3.26) labo pusi (koeficientu izvedums dots 4. pielikuma). Trigonometrisko
funkciju piemers, ja g(7)=1/(27 f(¢)), bet £ (z)> 0 ir laika mainiga frekvence, paradits 3.7.

attéla.

IS

J()=1/2mg(1))

Frekvence (Hz)
%]

4 6
Laiks (s)

Amplitida (V)

iy

Amplitida (V)
o

A+

Amplitida (V)

I
0 2

4 6 10
Laiks (s)

3.7. att. Periodiska funkcija f(¢)=1/(27 g()) ar periodu @ =10 sekundes un pirmas tris tai
atbilstosas EFS funkcijas cos(n 27 @ (¢)/ @ (0))

No koeficientu @, un b, izteiksmém (3.28) un (3.29) izriet Besela nevienadiba

L]asz(t)d»laﬂ LS (221 ) 3.31)
D(O) glt) 470 257 7 '
un Parsevala vienadiba
e 2 )
1 s (1> 1 1IN 2
G { = dz_4a0+2”:1 (a2+ b2), (3.32)

kuru izvedumi doti 4. pielikuma.
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Biezi vien trigonometrisko funkciju vieta ertaks ir eksponentfunkciju lietojums —

periodiskus signalus ar periodu @ var izveérst paplasinataja kompleksu eksponentfunkciju

Furjé rinda

0 jn in D(1)
s(t)= 20 c,e "9, (3.33)
kur koeficientu
e . 2m
1 S(f) *./”T(@)‘P(Z)
e dl 34
“=ge1] gl 339

izvedums dots 5. pielikuma. Besela nevienadiba un Parsevala vienadiba Soreiz ir

un

EFS koeficienti |c,| Frekvence (Hz) Amplitiida (V)

FS koeficienti |y,|

-3

LWL v (3.35)

o(0)y glt) =
2]
I 100 | IR I
— dt= c,| - (3.36)
ao)) gl 4= 2 b
3
(a) S
0 £
£
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Laiks (s) Laiks (s)
£

0.6} ' (¢)

|

EFS koeficienti |c,|

|

FS koeficienti |y,

mmT n2m’T

60 a0 20 20 40 60 S0 30 20 0 20 40 60

3.8. att. EFS (¢) un FS (d) amplitiidu spektri periodiskiem ar periodu @ =10 sekundes
signaliem (a), kas sastav no ¢etram (pa kreisi) un septinam (pa labi) trigonometriskam

funkcijam ar kartnam laika mainigam frekvencém (b)

55



Nemot vera, ka (3.34) var ekvivalenti rakstit

—#@Mcos s
“=a1a1] e " 3(6)

®(1))di— j @g@)j ;((?) sin(n @2(2) ®(1))dr, (337)

tad ¢, var izteikt ar trigonometriskas rindas koeficientiem @, un b,;;
_1 _ . 1 .
CO__aOa c __(an_.]bn)) C*n_i(an—i_.]bn)’ I’l>0 (338)

Savukart @, un b, var izteikt:
a,=2c¢,, a,=c,+c_, b,=jlc,—c_,),n>0. (3.39)
EFS spektru pieméri diviem signaliem, kas sastav no cCetram (pa kreisi) un septinam
(pa labi) svarstibam ar frekvencem & f',(¢), k=1,2,3,4, un m f,(¢), m=1,2,...,7, paraditi
3.8. att€la. Pirma signala spektra aprékinam tika lietota funkcija g, (t)=1/ (27 f l(t)), bet otra
signala spektram — funkcija g,(¢)=1/(27 f,(¢)). Attéla paraditi arT abu signalu klasiskas Furjé
rindas FS spektri, kas atbilst EFS specialgadijumam, kad g, (t)=g,(t)=1.
Ka izriet no 3.8. att€la, tad frekvencu josla neierobezotus signalus ar laika mainigu
spektralo sastavu kompakti var reprezentét ar EFS rindu, ja vien funkciju g(¢) izvélas

atbilstosi konkrétajam signalam. So tému par funkcijas g () izvéli apskatisim nedaudz vélak.
3.3. Paplasinata Furjé transformacija

Ar paplasinato Furjé rindu (3.33) var aprakstit ari galiga garuma signalus, kuru
vértibas no nulles atskiras ierobezota laika intervala ? €[7,, 1, + A1]. Saja gadijuma iesp&jami
divi varianti: pirmais — pienem, ka dotais signala fragments periodiski atkartojas ar periodu
©=At, un otrais — pienem, ka signala periods @ tiecas uz bezgalibu, ka rezultata bezgaligi
liela klast @ (@) vertiba, ko nosaka funkcijas @ (7) monotona auggana, un bezgaligi mazi kliist
koeficienti ¢, un attalums starp diskréta spektra komponentem 2 /@ (@). Lai izvairitos no
bezgaligi maziem lielumiem, izteiksmes (3.34) abas puses reizina ar @(@), un
robezgadijuma, kad @(©) klust bezgaligi liels, diskrétas frekvences n27/®@(O) aizstaj ar

nepartrauktu lielumu @,. Rezultata iegtta izteiksme

_p _Tslt) jeen
S(wg)—girl cncb(@)—L me 1o P dy (3.40)
sakrit ar paplasinatas Furjé transformacijas (EFT: extended Fourier transform) definiciju
~ ‘ t) i
S(a)g):F[s(t),g(t)]:J ;(([))e J gd(t)dt’ (3.41)
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kas dota darba [52] saistiba ar laika mainigu caurlaides joslu filtru analizi. Turpat arT dota
inversas paplasinatas Furj€ transformacijas (IEFT) izteiksme
1 o0

S(f)zpfl[S(wg),g(t)]:ﬁ_m S(wg)e‘/“)‘*’(p(’)dw

(3.42)

g

ko var iegiit no (3.33) robezgadijuma, kad © tiecas uz bezgalibu, un nemot veéra, ka
c,=S(n2x/®(0))/®(O)unlim,_, ., (27r/¢(@))=da) :

s=im £ gior gk

Ja g(t)=1, tad EFT un IEFT sakiit ar tie$ds un apgrieztas Furjé transformacijas

(Dl)

—%f MG (3.43)

g

klasiskajam izteiksmém.

EFT piemit vairakas ar klasisko Furj€ transformaciju lidzigas ipasibas [51]. Piem&ram,
ja Fls(t),g(t)=S(o,), tad F[s(t)e™* ", g(1)]=S(w,*k), vai arT — signalu reizinajuma

s(¢)x(¢) EFT spektrs sakrit ar o signalu EFT spektru konvoliiciju:

- 1 7 1
Fls(t)x(e), g(e)l=5- | St ) X (w,=n,)dn=5-5(w)xX(0,).  (344)
Spektru reizinajumam
Y(a)g):S(a)g)X(a)g) (3.45)
savukart atbilst paplasinata konvoliicija laika apgabala
y(o)=s(ex(t)= [ L (e (@ ()-o(r)dr, (3.46)

“ g (7)
kur @' (- ) apzZimé funkcijas @ (¢) inverso funkciju [51].
Ka pieméru EFT aprékinam var apskatit signalu x(¢)=cos(y(¢)), kura frekvence
w'(¢)](27)>0. Izvéloties funkciju g (7)=1/y '(¢), signala EFT ir:
X(w,)=Flx(t), g(0)]= | cosly(t))y (e)e " de=[u=y (1), du=y (1) dt]=

; | (3.47)
=\ cos(u)e "™"du=ndlw —1)+ 7w, +1).
J g g

Pie citas g (¢)#k/y '(t) funkcijas, kur k ir pozitiva konstante, signala EFT spektrs vairs nebiis
tik kompakts, bet gan izkliedéts lielaka vai mazaka frekvenéu josla atkariba no g (7).

Ka piem&ru IEFT aprékinam var apskatit filtru ar parvades funkciju

Hlw,)=Flh(1), gle))=| > 12 1rl=2s (.49)
, citur.

Filtra impulsa reakciju /() atrod ar IEFT:

:%sine([)g@(l‘)). (3.49)

_L j‘ e}w &t Sin (Qgé(l))
27 5 Td(t)
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Ja par filtra ieejas signalu izvélas delta impulsu s(¢)=0J(t—1,), tad filtra izeja iegiist laika

momentam /, atbilsto$o filtra impulsa reakciju / (¢,1,), ko, ieverojot (3.46), atrod:

o= ‘Sif(x“)h(qﬁ1<qs<z>—qs(f>>>df: ;‘:;(f();)d”:@'(f)df _

= [ 6007 (u) -t (@7 (@(0)u) du=h(@" (& (1) b(1,)))= (3.50)

—0o0

:&sinc(!)g(¢(t)—¢(lo)))-

T
Iegita sinc funkcija sinc(Qg(<D(t)—¢(to))), ja ©Q,=1, sakiit ar iepriek$ atrasto funkciju
(3.18).

3.4. PaplaSinata nolasu teoréma

Izmantojot EFT, var pieradit paplasinato nolasu teorému signaliem ar ierobezZotiem
EFT spektriem [II].

Teorémas formul&jums: jebkurs frekvencu josla lidz @2, ierobeZots signals s (), kura
EFT spektrs S(w,)=F[s(t),g(¢)]=0, ja |o,[>Q,, ir pilniba determingts, ja uzdotas ta
vértibas laika momentos 7,=@ ' (n Y") ar soli Y'<x/ Q,.

Signala atjaunoSanas formula:
s(0)= 2 s(t,)sine( (@ (1)-(1,))). (3.51)

Teoremas pieradijums. Diskréta signdla s(7,) reprezentacijai, izmantojot

nepartraukto laiku, lieto izteiksmi

s/(6)=s(0) Y ole—1,) (3.52)

Ja laika momentus 7, izvélas atbilstosi vienadibai @ (z,)=n Y, Y'>0, t.i.,
t,=® '(nY), (3.53)

tad delta impulsu secibu var ekvivalenti rakstit

> a(r—1)= 3 o(d(1)-d(e,). (3.54)

Apzimgjot @ () =u, iegiist periodisku impulsu virkni Zne ,0(u=nY) ar periodu ', kuru var

izteikt ar Furjé rindu

- = n2Zy
y 5(u—nr):ir T (3.55)
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No (3.52), (3.54) un (3.55), lickot u=® (), seko
& n2E (1)
sd(t):% 3 sl T (3.56)

n=—o

Talak atrod s,(¢) EFT spektru, izveloties g(z)=1/®'(¢) un ievérojot EFT ipasibu: ja

Fls(t),g(t)]=S(w,), tad ]:ﬂ[s(t)ei‘/k'(p('),g(t)]ZS(a)gik):

Sd(wg)=L i S(wg—nﬁ). (3.57)

Tatad diskréta signala EFT spektrs ir periodisks, ta atkarto$anas periods ir 2 z/ Y, un to veido

ar soli 2 7/ Y nobiditu analoga signala s (¢) EFT spektru bezgaliga summa (3.9. attgls).

S(w,)
o /TN
0
b) : Sd((zg) :
NN SN e,
-2mlY 2mlY
) | ,
</ SN\ e,
=27 /Y -
AN

3.9. att. Paplasinatas nolaSu teorémas interpretacija frekvencu apgabala: a) analoga signala
EFT spektrs, b) diskréta signala EFT spektrs, ¢) diskréta signala filtracija ar idealu zemo
frekvencu filtru analoga signala atjaunoSanai

No (3.57) un 3.9. attéla izriet, ja analoga signila EFT spektrs S( wg) ir ierobezots
frekvendu josla [~ 2, , 2, ], tad diskréta signala periodiskais spektrs S, () neparklasies, ja
Y=<mlQ,, (3.58)
Izpildoties nevienadibai (3.58), un izvéloties filtru ar parvades funkciju

Y, ja |a)g|§7t/Y’

H(w
( g> 0, citur, (3.59)
analoga signala EFT spektru iegiist:
S(w,)=S,(w,)H (o,). (3.60)
Reizinajumam frekvencu apgabala atbilst konvoliicija (3.46) laika apgabala, tapéc
s(t)=s,(0)@n(0)= | 215 (o (@(r)-o(c)ar, G3.61)

= g(7)
kur g(t)=1/®"(t) un h(t)=F '[H(w,), g(t)]=sinc(z @(¢)/Y). No (3.52), (3.54) un (3.61)
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e g(f) T:@_l(u)
=2 J 5@ ()o(@7 (w1, 1@ (@ (1)) du= (3.62)
:”:Zw:wS(tﬂ)h(cb1(CD(t)—@(tn))):n:Zw:ws(tn)sinc(ir(di(z)_cp(tn)))’

kas sakrit ar (3.51).
Signala s(¢) diskretizacijas piemérs atkariba no @(¢) laika momentos 7,=® ' (n Y

paradits 3.10. attéla — jo straujak aug @ (7), jo mazaki ir laika intervali starp secigam nolaseém.

3.10. att. Signala s () diskretizacija atkariba no @ (¢) — nolasu s(7,) laika momenti 7, atbilst
@ (¢) un limenu 7 V', n €Z, $kérsojumu vietam, ti., ;,=@ ' (n V)

Piemeérs. Ierobezota garuma [#|< N paplasinatas Furje rindas (3.33) signala

N n 2 <Z7()
NOEDE (3.63)
n=—N
EFT spektrs, ja g(7)=1/®"(¢), ir:
X(a)g):]o‘ X(t) e?/’n)gﬂl)dt: ﬁ 2777Cn5(6!)g_n2—n). (364)
- g(t) n=—N é(@)
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Tatad signals ir ierobeZots frekvendu josla w,€[—27 N/®(0),2x N/®(O)], un to pilniba

reprezenté nolases x (¢,) saskana ar izteiksmi

00

x(1)= 2] x(t,)sinc((@(1)-@(1,))), (3.65)

kur Y'=®(0)/(2N)unt,=d '(nY).
Ja signala EFT spektrs ir frekvencu josla neierobezots, tad signalu pirms
diskretizacijas filtré ar funkcijai (3.48) atbilstoSo filtru, lai nov@rstu diskréta signala

periodiz&ta spektra parklasanos. Rezultata diskretiz&ta tiek signala s () aproksimacija

Q, ,
3(0)=1/(2z) [ S(w,)e’ ", (3.66)

-0,

3.5. Transforméta laika signali

lepriek§ ar izteiksmi (3.27) defingto funkciju @(¢) var izmantot signalu s(¢)

transformacijai, ka tas paradits 3.11. attela.

DO

)

Y~

Wu=P(0)=s(1)

J
3.11. att. Signala s () transforméta laika u = (¢) signals y (u)
Transformacijas rezultata iegiist signalam s(¢) atbilsto$o transforméta laika signalu y(u),
kura vertiba y(un) pie argumenta un=<D(t,1) sakrit ar S(l‘n), tatad y(d)(t))zs(t) un
y(u)=s(@ (u)).
No 3.11. attéla var secinat:

1) Galiga garuma signalu y(u), u€[0,®(O)], var izvérst klasiskaja Furjé rinda

. 2z

s .’12_7ru ¢(@) — jn———=u
y(u): Z cnej 2(6) , kur c”:% { y(u)e "ae) du. (3.67)

n=—0

61



2)

3)

Liekot argumenta u vietd u=a (¢), un ievérojot, ka y(®(¢))=s(¢) un @'(¢)=1/g(¢), no
(3.67) iegust paplasinatas Furjé rindas izteiksmes (3.33) un (3.34).

Lidziga veida no signala y(u) Furje transformacijam Y (y)=F[y(u)] un
y(u)=F'[Y(n)]ieglst EFT izteiksmes (3.41) un (3.42):

_ = T vl e gy=|u=® (1), du=®'(t)dt=(1/g (t))dt|_
rin=rlytl= [ st sl T A0 L0 d=1ls ) N

0 g(t)
D= F Ty (e T v (e g p|u=a(t), 1= (u) ]:
y(u) [ (Z)] 27[_[0 (11‘) 1o, ¥ (n)=Slo), dn=do, .
:ﬁfm S(w,)e’ " dw =F[S(w,), g(t)]=s(d"(u)).

No signala y(u) FT ipasibam izriet arT s (1) EFT ipasibas.
Ja signala y(u) FT spektrs ir frekvendu josla ierobezots: Y (17)=0, ja ¥ (7)>Q,, tad %o

signalu pilniba reprezenté nolases y (7 Y°) saskana ar izteiksmi

y(u)= i y(nY)sinc(zul/ Y—nm), (3.70)

kar Y'<7/Q,. Atkal, liekot argumenta u vieta u=®(t), un ievérojot vienadibas
y(@(t))=s(t) un @'(¢)=1/g(t), no signdla y(u) klasiskas nolasu teorémas iegiist
signala s (¢) paplaginato nolasu teorému (3.51). Lidzigs rezultats saistiba ar transforméta
laika signaliem un signalu atjaunoSanu no laika nevienmérigi izvietotam nolasém iegits
darba [19].

Ka izriet no dotajiem tris piemériem, tad uz signalu y(u) attiecinamie klasiskas

signalapstrades panémieni ar funkcijas @(¢) parveidojumu parvérSas par signala s(¢)

paplasSinato apstradi.

3.6. No laika mainiga spektrala sastava atkariga signalu diskretizacija

No realas pasaules iegiitie signali biezi vien ir nestacionari ar laika mainigdm

frekvencu 1pasibam, kuru noteikSanai izmanto dazadas laika-frekvences analizes metodes.

Viena no popularakajam ir isintervala Furjé transformacija (STFT), kurai pamata ir signala

s(z) 1su fragmentu s (7 )u(7—¢) spektru aprékins laika momentos ¢ saskana ar izteiksmi

t+0/2

S(t, f)= [ s(t)ule—t)e ' dx, (3.71)

t—0/2
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kur u(7) ir ierobeZota garuma loga funkcija ar vértibam u(7)=0, ja |c|>©/2. Dazadiem ¢
ieglitie spektri nestacionaram signalam var atSkirties, Iidz ar to dazadi var but ar1 So spektru
joslu platumi f ,,,,ax(t), kuriem pie izvéletas sliekSpa d >0 veértibas izpildas nevienadibas:
IS(z, 7)|=d, ja [fI< foe(t),un [S(z, f)|<d,ja |f> f e (t). Funkcijas f . (¢) piemérs, kas

atbilst runas signala laika-frekvences sadalfjumam S(7, /), jad=0.05 paradits 3.12. attla.

1
3l 5
0.8
3
= ol 0.6
@
o
=
o
-
4 04
'S
1
0.2
ol = 4 8 - A8 N Bia B =

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Laiks (s)

3.12. att. Runas signala laika-frekvences sadalfjums S(7, /) un no ta iegiita maksimala
momentana frekvence /.. ()

Lai funkciju f,.(7), ko turpmdk sauksim par signila maksimilo momentano
frekvenci, nemtu véra pie signalu signalatkarigas diskretizacijas atbilstosi pieejai — jo lielaka
frekvence f (t ), jo mazaks diskretizacijas solis, tad saskana ar paplasinato nolasu teorému
izmantosim ideju par signalu diskretizaciju atkariba no funkcijas @(¢), kuru $aja gadfjuma
atradisim:

t t

¢(t):27tf fmm,(r)dTZJl a),w(r)d T, (3.72)

0 0

bet signala nolases nemsim laika momentos 7,=® ' (n Y") ar soli ), ko noteiks signala EFT

spektra joslas platums pie funkcijas g(7)=1/w,, (7). Sadas diskretizacijas blokshéma
paradita 3.13. attela.

EFT spektra
ierobezosana
s(1) 5(7) S(t
¢Reset
Z(t)‘
Fon®) Flaf— I
FT spektra
. b x -~ A‘
lerobeZosana j;”m(t) ‘fma_r(r}n)
P > ACP |—>

3.13. att. No laika mainiga spektrala sastava atkariga signalu s () parveidoana ciparu forma
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Attéla bloka f mm.(t) izejas signals ir ieejas signala s(f) maksimala momentana
frekvence, kuru filtré ar zemo frekvendu filtru un talak izmanto signala s(z) EFT spektra
ierobezoSanai josla wge[—Qg, Qg] un laika momentu 7,=@ ' (n Y') iegiidanai sekojosa veida:
komparatora ieejai tiek pieslégts integratora izejas signals @(¢)/ V', kuram sasniedzot vértibu
@(t,)/ Y=1, komparatora izejas signals z(#) parslédzas no zema uz augsto limeni un péc
nelielas aiztures 7<<7,, ,—1, uzstada integratora izeju uz @(t,+ 7)/Y'=0, kam seko z(¢)
vertibas maina no augstd uz zemo limeni. Rezultata iegiits tieck komparatora izejas signals
z(¢) ar pozitivam parslégumu vietam laika momentos 7,=® '(n V"), kuru izmanto ACP
taktéSanai signala §(¢) noladu §(¢,) iegiganai. Vienlaicigi ar vienmérigu soli diskretizéta tiek
pati funkcija f,m (1), kas ir nepiecieSama 5 () atjaunoSanai saskana ar interpolacijas izteiksmi
(3.51), lidz ar to informaciju par signalu § () p&c parveidosanas satur nolagu §(¢,) un 7, (7, )
kvantetas vertibas. Ka velak klus redzams 3.6.2. apakSnodala, tad atkariba no .}”m(t) FT

spektra platuma kopg€jais nolaSu daudzums signalatkarigas diskretizacijas gadijuma var

pieaugt vai samazinaties salidzinajuma ar vienmérigo diskretizaciju.
3.6.1. Signala maksimalas momentanas frekvences noteikSana

Lai signalu diskretiz€tu saskana ar paplaSinato nolasu teorému, uzdevums ir atrast tadu
g(t) funkciju, pie kuras signala EFT spektrs biitu frekvendu josla ierobezots. Ja §ada funkcija
neeksisté, vai nav zinams, ka to atrast, tad ierobezota garuma 7€[0,0] signilam s (t)
optimalais risinajums varétu biit sekojoSs. Izmantojot paplaSinato Furjé rindu (3.33) un
koeficientu ¢, vieta liekot (3.34), signala s (#) aproksimaciju iegiist:

Al - 267 ‘_ . ;@ S(T>e
=2 ™ = X {Ger] o

n=—N n=—N g(

T_p(z) Jjn 27 _ g (4)

2
0 drle @ (3.73)

—jn

Nemot véra, ka §(¢) EFT spektrs, ja g(#)=1/®' (), ir josla ,E[-27x N/®(O),27x N/®(0)]
ierobezots, tad to precizi reprezent€ nolases 5(t,), kas nemtas ar soli Y'=®(©@)/(2N) laika
momentos 7,=® '(nY’), lidz ar to viena perioda /€[0,0] laika ieglist 2N + 1 nolases.
Izveloties citu @(¢) funkciju, kurai @(©) vertiba palick ta pati, iegiist jaunu s(¢)
aproksimaciju (3.73), kuru lidzigi ka ieprieks reprezente 2 N + 1 nolases. Optimalo funkciju

l1dz ar to var€tu atrast, atrisinot minimizacijas uzdevumu
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27r

] .
f S T —]n
(6)%

g‘L’

° N 57! 2o |

I s (s Z df)e 2(6) ) dt=min (3.74)
0 n=N
visam tam @ (¢) funkcijam, kuram @ (@) vértibas ir vienadas.

Skaitlisks uzdevuma (3.74) atrisinajums ir visai laikietilpigs, tap&c signala maksimalo
momentano frekvenci méginasim novertét ar citiem panémieniem, bet pirms tam defingsim
I max (t) izteiksmi signaliem, kas sastav no svarstibam ar laika mainigam frekvencém.

Par signala

M
=2 4,c08(y,, (1)), (3.75)

m=1
kur 4, un f,(t)=y ', (t)/(27)>0 ir svarstibu amplitidas un frekvences, maksimalo
momentano frekvenci sauksim funkciju f ,,m(t), kuras vertiba brivi izveleta laika momenta

f=tir

Foae(t)=max(f1(z), fo(7),.... fl2)). (3.76)
Sadas funkcijas piemérs signalam, kas sastav no M =3 svarstibam, paradits 3.14. attela. Ka
veélak klus redzams 3.6.2. apaksSnodala, tad tieSi §1 funkcija no visiem maksimalas

momentanas frekvences novért€§jumiem izteiksmes (3.75) signaliem dos vislabako

aproksimacijas rezultatu.

3 T T T 5

| ’\' \‘\“nw fl' I |‘ I |\ J!'y \

“\“""u‘“" i '1

lu
\J \ |||, | \I 1 ||| I W

I

Amplitada (V)
=]

Frekvence (Hz)

-1.5 ‘

-3 . . . . ! . .
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Laiks (s) Laiks (s)

3.14. att. Signals un to veidojo$o triju svarstibu frekven¢u funkcijas f(z), />(¢) un f5(¢), un

no tam iegiita signala maksimala momentana frekvence f,.. ()
No definicijas (3.76) arf izriet, ka signala x (I)ZZZZI A, cos(k, w(t)), kur k, <...<k,
ir pozitivi koeficienti, frekvence f .. (¢) sakrit ar augstakas svarstibas A4, cos (kyw(t))

momentano frekvenci, bet signala EFT spektrs pie funkcijas 1/g(#)=k,w '(¢) ir frekvencu

josla @, €[—1,1] ierobezots:
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X(wg)ZF[x(t),g(t)]zzA: A3+ 204 (0, m) | (377

Ja signala (3.75) frekvences [ (1) nav zinamas, vai ari tas atskiras no (3.75), tad
S (t ) novertéSanai izmantosim talak aprakstitas metodes.

Pirma — STFT metode. Par signala laikd mainigdm frekvencu ipasSibam var spriest
péc ta laika-frekvences sadalijuma, ko iegut var ar dazadam laika-frekvences analizes
metodém. Biezak lietotas ir Tsintervala Furjé transformacija (STFT), Vignera-Villes
sadalfjums un vilniSu (wavelef) transformacija, kuram katrai piemit savas priekSrocibas un
trokumi [1], [21].

STFT gadijuma signala s(¢) laika-frekvences sadalfjumu S(¢, /) nosaka izteiksme
(3.71), un iegiitais rezultats ir atkarigs no loga u(¢) izvéles. STFT rezultats 3.14. attéla
dotajam signalam pie tris dazadiem Heminga loga

ult)= 0.54+ 0.46cos(27t/0), ja lt|<6/2

0. ja k012 (3.78)

garumiem @ paradits 3.15. attela. Ka redzams, tad Tsakam logam atbilst sliktaka frekvencu

iz8kirtsp€ja, bet garakam logam — laika iz8kirtspé&ja.

Frekvence (Hz)
Frekvence (Hz)

] 5 10 15 20
Laiks (s)

s ©=10s

Frekvence (Hz)

Laiks (s)

3.15. att. No signala STFT sadalijuma atrastas ]A”max (¢) funkcijas (sarkanas linijas) pie logu

garumiem 0.5, 2 un 10 sekundes
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Balstoties uz STFT analizi, signala s(#) maksimalas momentanas frekvences

novertgjumu f o (2) atradisim saskana ar algoritmu:

t+0/2
S.(¢, f)= f s(t)u(t—t)e ™ dx;
t—0/2
[2mriside, £)far e _
fi(t)_ J‘|S |df , D t>_277:f0 fi(r)drﬂ (3.79)

qbtz)

Z e O N =|,(6,)1(2x));

1 1

sici(0)=s(2)=5(1),

kur i >0 apzime iteracijas numuru, so(t)=s(t), f,(t) ir nosacita vidgja frekvence (CMF:

n=—N

conditional mean frequency) [21], 5,(¢) ir frekvendu josla wge[—l , 1] jerobezota signala s ()
EFS aproksimacija pie funkcijas g.(t)=11(27 f,(¢)), un O, ir signala garums. Tatad katra
iteracija tiek atrasta jauna funkcija f(), kuru izmanto signala s(¢) sadaliSanai divas dalas:
§;(¢) un s(2)—5,(¢), kas attiecigi satur EFS frekvences |@ <1 un |v,|> 1, lidz ar to funkcija
f:(t) atbilst augsto frekvendu dalai. Algoritma (3.79) izpildi partrauc, kad sasniegts tiek
noteikts iteraciju skaits, vai arT starpibas f;(#)—f;_,(¢) energija klist pietickami maza. Par
signala maksimalo momentano frekvenci pienem funkeiju /. (¢)= 1. (7).

Ar algoritmu (3.79) péc tris iteracijam iegiitas funkcijas fmx (¢), kas atbilst 3.14. attela
dotajam signalam, paraditas 3.15. attéla pie STFT logu garumiem @ =0.5, 2 un 10 sekundes.
Otra metode — empiriska dekompozicija. Saskana ar empirisko dekompoziciju
(EMD: Empirical Mode Decomposition) signalu s(7) sadala komponentés atbilstosi
izteiksmei
Z e, (t)+7r,(t (3.80)

m=1

kur 7,,(t) ir signala atlikums, bet c,(t) — EMD komponentes, kuram katrai piemit divas
pasibas [37], [93]:

1) ekstrému un nulles [Tmena sk&rsojumu skaiti sakrt vai atSkiras maksimali par viens;

2) maksimumu un minimumu veidoto apliecgju amm(t) un am,»n(t) vidgja apliecgja

a(t)=(ape (1) + a,,(1))/2=0 (3.16. attels).

So ipasibu esamiba garanté to, ka ar Hilberta transformaciju iegiitais EMD komponensu
momentanas frekvences labi atbildis So komponenSu patiesajam momentanajam frekvencém

[37].
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Amplitida (V)

Laiks (s)
3.16. att. EMD komponente ar vidgjo apliecgju @ (7)=0
EMD pamata ir sekojoss algoritms:

1) atrod signala s (¢) lokalos maksimumus un minimumus, kurus talak interpolg un iegiist
augigjo un apak§Gjo apliecgjas @,.(f) un a,;,(t) (galapunktos interpolétas tiek
maksimumu un minimumu vidgjas vertibas, ja signals ir attiecigi mazaks vai lielaks
par SIm vertibam);

2) no signala s(7) atnem vidgjo apliecgju @, (¢)=(a,u(7)+ @, (2))/2 un iegist starpibas
signalu Sl(t)zs(t)—&l(t);

3) aizstdjot s(¢) ar s,(¢), solus (1) un (2) atkarto vairakas reizes, lidz tiek iegiita pirma
komponente ¢, (¢), kurai izpildas ieprieks nosauktas divas ipasibas;

4) aizstajot s(¢) ar atlikuma signalu ri(t)=s(t)—c, (1), solus (1), (2) un (3) atkarto tik
reizes, lidz tiek iegiits noteikts komponen$u skaits, vai ari atlikums 7,(¢) klast
pietickami mazs vai monotons [93].

Rezultata pec dekompozicijas signalu s (¢) var izteikt ar summu (3.80), bet katru komponenti

C ( t) var rakstit:
C”l(t):aﬂl(t)cos(l//ﬂl(t))’ (3'81)
kur a,,(¢)> 0 ir 1éni mainiga amplitida. No (3.81) un (3.80) iegist:

s<t>:2 o, ()cos(y, (1) + r. (1), (3.82)

un péc lidzibas ar izteiksmes (3.75) signaliem par s(7) maksimalo momentano frekvenci var

uzskatit funkciju ]A"mux (¢), kuras vértiba brivi izvéleta laika momenta ¢ =7 ir:

Sl T)=max(f,(z), f5(2),, £ (7)), (3.83)
bet f,(t)=y",(¢t)/(27) ir komponensu ¢, () momentanas frekvences, kuras atrod no c,,(?)

Hilberta transformacijam.
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3.14. attela dota signala pirmas tris dekompozicijas komponentes un to momentanas

1.5

"\
|
\||"

\""‘\l |\| ” M
i

" |

Frekvence (Hz)

EMD pirma komponente (V)
=

5 10 15 20 0 5 10 15 20

frekvences paraditas 3.17. attela.
Laiks (s) Laiks (s)

< wn\

Otra komponente (V)
=
Frekvence (Hz)

Cz(t>

5 10 15 20 0 5 10 15 20
Laiks (s) Laiks (s)

1.5 T T T - 5

Tresa komponente (V)
=]
Frekvence (Hz)

e (1) f(2)
é 1I0 1‘5 iﬂ 0 5 1b 1‘5 iﬂ
Laiks (s) Laiks (s)

3.17. att. EMD komponentes ¢ (t), c, (t) un ¢;(7) un to momentanas frekvences
Ka redzams, tad komponensu frekvences (nepartrauktas Iinijas), picaugot to kartas numuram,

samazinas, [idz ar to par signala maksimalo momentano frekvenci var€tu uzskatit pirmas

komponentes ¢, (¢) frekvenci f(¢) [II], kuru nogludinot ar zemo frekvendu filtru, iegist

7o (2) (3.18. attels).
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Frekvence (Hz)

0 5 10 15 20
Laiks (s)

3.18. att. No signala s (¢) pirmas EMD komponentes ¢, (¢) iegiita nogludinata frekvence
7. () un signalu s (¢) veidojogo triju svarstibu momentanas frekvences

Tre§da — ekstremu metode. Lidzigi EMD metodei signalu s(z) var sadalit
komponent@s atbilstosi izteiksmei (3.80) ar LMD (Local Mean Decomposition) metodi [75],
[89], un katru iegiito komponenti var aprakstit ar izteiksmi (3.81). Ar1 Saja gadijuma signala
maksimalo momentano frekvenci var€tu iegtit no pirmas LMD komponentes, kurai raksturigs
ir lokalo ekstrému laika poziciju 7, tuvs izvietojums signala ekstrému vietam 7,. Balstoties uz
$o noverojumu, funkciju }‘max (¢) atrodno t,,n=0,1,..., N —1:

1) aprékina funkcijas @ (¢) vertibas laika momentos 7 ,: @ (t,)=nm, kuras talak interpolé
ar Ermita kubiskajiem splainiem, lai iegiitu laika nepartrauktu funkciju @(¢), kas ir
monotoni augosa;

2) no @(t) atrod svarstibas cos (@ (7)), kuras maksimumu un minimumu vietas sakrit ar

t,, momentano frekvenci ;’(t), kuru talak nogludinot ar zemo frekvencu filtru, iegtst

A

e (2):

Sada veida atrasta funkcija ]",W (¢) 3.14. attela dotajam signalam paradita 3.19. attéla.

Frekvence (Hz)

0 B 10 15 20
Laiks (s)

3.19. att. No signala s (¢) lokalo ekstrému laika pozicijam iegiita frekvence }mx (¢)

70



3.6.2. Diskretizacijas un atjaunoSanas piemeéri

Kad ir apskatiti signala maksimalas momentanas frekvences novertéSanas pané€mieni,

veiksim signalatkarigas un vienmérigas diskretizacijas nolaSu skaita un atjaunoSanas

precizitates salidzinajumu vairakiem signaliem.

1.

Ar iepriek$ dotajam tris metodém atrod signala s(¢), 1€[0,® | momentanas frekvences
oo (), £ 5(t)un £, (¢) un saskana ar (3.72) — funkcijas @, (¢), ®,(¢) un @5(1), ka
ari ceturto funkciju @,(7)=271¢, kas atbilst vienmérigas diskretizacijas gadijumam, kad
_}“max ,(t)=const.=1 Hz.

Aprékina koeficientus k,=@,(0)/®,(O), kur i=1,2,3, 4, un ieprieks atrastas funkcijas

}‘max[(t) un @,(¢) aizstdj ar £, }‘mm(t) un k; @,(t). Rezultata:

®,(0)=0,(0)=0;(0)=,(0). (3.84)
Zinot funkcijas 1/g,(¢)= ZEJA"W_”. (¢), aprekina signalu s (¢)/+/g,(¢) energijas
0 2
s°(1)
E,= dt, 3.85
Lat 05

no kuram seko normétie signali s,(¢)=s (¢)/ \/E .
No (3.34) arod s,(¢) EFS koeficientus ¢,,, |2|=0,1,2,..., N, un atkariba no N, ievérojot
5. pielikuma doto (P5.2) izteiksmi, ieglist signalu (s,(¢)—5,(¢))/~g,(¢) un s,(¢)/\/g,(7)

energiju attiecibas

(¢ ' N
r(N)=250 =1-9,0) Y k.]. (3.86)
J‘ 1 S?(l‘)dl‘ n=—N
0 gi(t)
kur
N jnﬁﬂg)(l’,(z)
5(0= 2 ¢ e ™ (3.87)
n=—N

ir signala s,(¢) ierobezota garuma EFS rindas aproksimacija. Ta ka izpildas (3.84), tad
visiem signaliem §,(¢) EFS frekvences 727/ ®,(©) ir vienadas, un 3,(¢) EFT spektri pie
funkcijam 1/g;(¢) ir ierobeZoti viena frekvendu josla [—27 N/ ®,(0),2x N/ ®,(0O)].

No katras funkcijas 7,(N ) atrod EFS koeficientu skaitu 2N, + 1, pie kura 7,(N,)=¢.
Tikpat liels nolau skaits ir nepiecie$ams signala 5,(¢) reprezentacijai saskana ar

paplasinato nolasu teorému.
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6. No 2 N,+ 1 aprékina attiecibas

2N, +1)—(2N,+1 N,—N,
Al:( + D=2V, >-100%:74 =
2N,+1 N,+1/2

100%, (3.88)

kas parada, cik procentuali lielaks (4,>0) vai mazaks (4,<0) nolaSu skaits
signalatkarigas diskretizacijas gadijjuma ir nepiecieSams vienlidz precizai analogo
signalu s (¢) diskrétai reprezentacijai salidzindjuma ar vienmérigo diskretizaciju.

7. Paraleli funkcijam ]A“ma“(t), ;’maxz(t) un jA‘mm(t) visas minétas darbibas izpilda ar1
frekvendu josla @ €[— 2, Q] ierobezotam funkeijam f w1 (2), [oees (£) un £ (), kuru
reprezentacijai nepiecieSsamas M =Q @/z + 1 laika vienmérigi izvietotas nolases. Ta ka
S1s funkcijas ir nepiecieSamas pie signalu atjaunoSanas, tad kopgjais nolaSu skaits
signalatkarigas pieejas gadijuma ir 2N, + M + 2, un attieciba

~ (2N, +1)-2N,+1+ M) N,—N,—M
A - 100%=—+—".100%
l 2N, +1 TN+ 112 > (3-89)

klust mazaka salidzinajuma ar (3.88).

Ar EMD metodém iegiitie aproksimacijas rezultati diviem izteiksmes
L
x(1)=2 A4 cos(y, (1)) (3.90)
=1

signaliem, kuru amplitidas 4, ir konstantas un frekvences fi(t)=w"(t)(27)>0, paraditi
3.20. att€la — signals pa kreisi sastav no L=2 svarstibam ar kartnam frekvencém, bet pa labi —
no 3 svarstibam ar atSkirigam frekvencém. Ka izriet no 7o( N) un r4(N ) likném, kas attiecigi
atbilst EMD un vienmeérigas diskretizacijas funkcijam J’mxz(t) un J’m ,(2), tad
signalatkarigas pieejas gadijuma noteiktas precizitates ¢ <0.1 aproksimacija tiek sasniegta pie
mazaka EFS koeficientu skaita neka FS gadfjuma. ST atkiriba klast lielaka, ja palielinas briva
laukuma 4§ vértiba, ko aprékina:

1
S vax ©

kur f .y ir funkcijas f . (), kas definéta ar izteiksmi (3.76), maksimala vértiba. To parada

A45=1-—

jf,nax(t)dt, (3.91)

3.1. tabula dotie vidgjie rezultati, kas iegiiti p&c 100 izteiksmes (3.90) dazadu signalu analizes
Cetros gadijumos, ja L=1, 2, 3 un 5. Skaitli 4,, 4,, 4, un 4; attiecigi atbilst frekvencém
fmee(t) (zindma jau ieprieks), }mm(t) (ieguta ar STFT metodi), ]A’maxz(t) (ieguta ar EMD
metodi) un }’mm(t) (iegiita ar ekstrému metodi). Ka izriet no tabulas, tad sarezgitakiem
signaliem, kuriem lielaks L, signalatkarigas pieejas prieksrociba samazinas, kas skaidrojams

ar to, ka mazaka klust atsevisko svarstibu A,COS(l// ,(t)) energija salidzinajuma ar signala x(1)
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pilno energiju.
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Amplitida (V)
=
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3.20. att. Signalu x (¢) aproksimacija ar EFS un FS rindam: a) signali x () (pelekas Iinijas) un

EFS aproksimacijas kladas signali x (#)— X (¢ ) (melnas Iinijas) pie £=0.005, b) ar EMD

metodi iegiitas frekvences J‘maxz (¢) (svitrlinijas) un signala patiesas (nepartrauktas Iinijas)

frekvences, ¢) attiecibu 7, (N) un r,(N) atkariba no EFS un FS koeficientu skaita 2 N + 1

3.1. tabula

EFS koeficientu skaita procentuals samazindjums 4, salidzinajuma ar FS rindu, ja nenem véra

funkciju }‘maxi(t) nolasu skaitu M

£=0.05 £=0.02 £=0.01
L 4| 4| 4y 45| 4y | 4| 4y A3 4y | 4, | 4, | 45 | 48,%
37 136 | 37 | 36 | 35 |33 | 35|34 28|24 |25 25 45
1 53 | 51 | 53 | 5248 |48 | 50 | 48 | 36 | 33 | 36 | 35 59
24 121 125 2421 | 18 | 20 19| 14 | 12 | 13 | 11 34
: 40 | 36 1 41 | 39| 41 39|43 | 3929 | 28 | 31 | 28 53
1714181717 13|13 9 |12 10| 8 | 4 28
. 32 027 133 3136 |32]36|30(22 19|21 |17 53
Iy 9 11 741175 1 513 1 | -2 25
> 17112119 13 (28|25 27 191212 11 | 4 53

73



3.2. tabula

EFS koeficientu skaita procentuals samazinajums 4, salidzinajuma ar FS rindu, ja nem véra

funkciju ]’mxl.(t) nolasu skaitu M

£=0.05 £=0.02 £=0.01
L do| 4|4y 45| 4y 4| 4y, 44| 4 4,4, 48, %
23 2212323191819 | 18 | 10| 10 | 10 | 10 45
! 41 | 40 | 41 | 40 || 37 | 36 | 37 | 36 |24 | 23 | 24 | 24 59
1119 |11 | 11| 7 6 5 5 2 2 1 1 34
2 27 | 24 |1 27 | 26|30 28 | 30 30|20 18 | 19 | 18 53
4 2 2 1 4 2 0 | -1 1 0| -2/ -4 28
3 17 |13 17 |16 |24 | 21 | 22 |21 (13| 9 | 10| 9 53
22| -4 1 2,4 -6-3]-5]|-8]-8 25
> S| -1 4181514 |11 4 2 1 -1 53

3.1. tabula paraditie rezultati atbilst gadijumam, kad funkcijas ]A"mm(t) uztvergja dala
ir zinamas jau ieprieks, 11dz ar to to parraide nav nepiecieSama. Ja §is funkcijas nav zinamas,
tad pie EFS koeficientu skaita pieskaita vél M =Q @/x + 1 nolases, kas ir nepiecieSamas
frekvendu josla @€[—Q, Q] ierobezotu funkciju /. .(7) atjaunosanai, lai talak veiktu
signalu % (7 ) atjauno$anu. Rezultata iegiitas vidgjas vertibas A, ja Q= un M =11, paraditas
3.2. tabula. Ka redzams, tad signalatkarigas pieejas priekSrociba ir samazinajusies, un pie
lielakiem L vairs nav izdeviga.

Ka nakamais piemérs ir apskatits no TIMIT datubazes (/timit/train/drl/mtpf0/
sx335.wav) nemts 3.8 sekundes gars runas signals (3.21. att€ls), kura maksimala momentana

frekvence }‘,,mx(t) iegiita ar STFT metodi, ja Heminga loga garums izvéléts 20 ms, kas

aptuveni sakrit ar signala kvazistacionaritates intervalu [35]. Funkcijas J‘max (¢) briva laukuma
vertiba $aja gadijuma ir visai liela — 4.5 =77 %, kas nosaka signalatkarigas pieejas ievérojamu
parakumu salidzinajuma ar klasisko Furjé rindu. To 3.21. attela parada (d) un (e) Iiknes, no
kuram (d) atbilst energiju attiecibai 7 (N ) atkariba no EFS un FS koeficientu skaita 2 N + 1,
kas izdalits ar signala garumu, tadgjadi iegustot vid€jo koeficientu (nolasu) skaitu sekundg,
kas reprezente signalu, savukart (e) Iiknes parada EFS koeficientu skaita procentualu
samazindjumu salidzinajuma ar FS rindu pie vienadam energiju attiecibam ¢. Likne A atbilst

gadijumam, kad pie EFS koeficientu skaita pieskaita vél josla @ €[—5007, 5007 | jerobezotas

funkcijas }',,w (¢) nolasu skaitu M.
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Amplitida (V)

Frekvence (kHz)
L © B

-

Amplitada (V)

Energiju attieciba r(N)

3.21. Runas signala x () aproksimacija ar EFS un FS rindam: a) signals x () un ta maksimala

momentana frekvence ]Armax (¢) (melna linija), b) signala fragmenta STFT laika-frekvences
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Laiks (s)

(b)
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Vidéjais FS un EFS koeficientu skaits sekunde £
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FY

5]

(=]
Frekvence (kHz)

5

sadaltjums un no ta iegiita frekvence ]A”max (¢), ¢) ar EFS rindu aprekinata signala

aproksimacija X (¢) (peleka linija) un kludas signals x (#)—X(#) (melna Iinija) pie £¢=0.002, d)
attiecibu 7 (V) atkariba no vidgja EFS un FS koeficientu skaita sekundg, ¢) EFS koeficientu

skaita procentualie samazindjumi 4 un A salidzinajuma ar FS koeficientu skaitu pie vienadam

Ka pédejais piemeérs ir apskatits elektrokardiogrammas signals (3.22. attéls), kura
maksimala momentana frekvence }'max(t) iegtta ar STFT metodi, ja Heminga loga garums
izvelets 300 ms. Funkcijas f,,.(¢) briva laukuma vértiba Soreiz ir 45=68%, un likne A ir

iegiita, ja f, (1) ierobezo frekvendu josla @€[— 167, 167]. Ka redzams no attela, tad EFS

€ vertibam
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rinda dod precizaku aproksimacijas rezultatu pie mazaka koeficientu skaita, ka arT EFS rindu

var izmantot troksnu aizvaksanai no signala, ieverojot signala nestacionaritati.

T T T
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3.22. att. Elektrokardiogrammas signala x (#) aproksimacija ar EFS un FS rindam: a) signals
x (1) (peleka linija) un ta maksimala momentana frekvence ]A‘max (¢) (melna linija), b) signala
fragmenta STFT laika-frekvences sadalijums un no ta iegiita frekvence }”max (¢), ¢) ar EFS
rindu aprekinata signala aproksimacija % (¢) (peleka linija) un kladas signals x () —%(7)
(melna Iinija) pie £¢=0.002, d) attiecibu » (N ) atkariba no videja EFS un FS koeficientu skaita

sekundg, e) EFS koeficientu skaita procentudlie samazinajumi A un A salidzinajuma ar FS

koeficientu skaitu pie vienadam ¢ veértibam
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3.7. Kopsavilkums

TreSaja nodala tika apskatita signalatkariga apstrade, kas nem véra signalu laika

mainigo spektralo sastavu. Saistiba ar to autors:

1)

2)

3)

4)

S)

6)

7)

8)

ieguvis paplaSinato Furjé rindu (EFS) periodisku signalu izveérsei trigonometrisku
funkciju rinda ar laika mainigam frekvencém;

no EFS ieguvis darba [52] defin€to paplaSinato Furje transformaciju (EFT);

formulgjis paplaSinato nolasu teorému signaliem ar ierobezotiem EFT spektriem;
paradijis, ka no klasiskas signalapstrades izriet paplasinata, izmantojot transforméta
laika signala attelu 3.11.;

paradijis blokshému signalu analogs-ciparu parveidoSanai, kas nem véra signalu laika
mainigo spektralo sastavu;

defingjis maksimalas momentanas frekvences izteiksmi signaliem, kas sastav no
trigonometriskam funkcijam ar laika mainigadm frekvencém;

piedavajis tris metodes (uz STFT balstito, EMD un ekstrému metodi) signalu
maksimalas momentanas frekvences novertésanai;

veicis signalatkarigas un vienmérigas apstrades nolasSu skaita un atjaunoSanas
precizitates salidzinajumu maksligi sintez€tiem un realiem signaliem ar laika mainigam
frekvencu 1paSibam.

No 3.6.2. apaksnodala paraditajiem rezultatiem var secinat, ka signalatkariga

diskretizacija saskana ar maksimalo momentano frekvenci f,, (¢) lauj samazinat analogo

signalu diskrétai reprezentacijai nepiecieSamo nolasu skaitu salidzinajuma ar vienmerigo

diskretizaciju, tomer $adai pieejai piemit ar1 butisks truikums — to ir griti realizét prakse, ko

nosaka nepiecieSamiba péc signalu analizes maksimalas momentanas frekvences noteikSanai,

ka arT signalu EFT spektru ierobezoSana pirms diskretizacijas. Tapéc nakamaja nodala tiks

apskatits no signala atkarigs nolasu iegiiSanas panémiens, kas neprasa f . (¢) noteikianu un

ir vienkar$i realiz§jams — ta ir limenu-Skérsojumu diskretizacija, kuras gadijuma attalumi

starp secigam nolasém dal&ji ir atkarigi no signala ‘“iesléptas” maksimalas momentanas

frekvences (;",,m (2).
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4. LIMENU-SKERSOJUMU DISKRETIZACIJA

Limenu-skérsojumu (LC: Level-crossing) diskretizacija ir signalatkarigs analogo
signalu parveidoSanas pan€miens no analogas uz ciparu formu, kas ir pazistams jau no
pagajusa gadsimta 50. gadiem [27]. Ka liecina pats nosaukums, tad signala nolases $aja
gadijuma tiek nemtas signala un iepriek$ uzdotu Iimenu /,,/,, /5, ... Skérsojumu vietas 7, (4.1.

attgls) [2], [69].

Amplituda

Laiks
4.1. att. Ltmenu-Skérsojumu diskretizacija — signala s (1) nolasu s (¢ n) laika momenti 7, sakrit
ar s(¢) un limenu /,, /,, /5, ... $k&rsojumu vietam
LC diskretizacijas rezultata parasti iegust laika nevienmerigi izvietotas nolases, un
katru no tam raksturo divi lielumi — nolases veértiba s(t,,), kas sakrit ar Skérsota Itmena
vértibu, un laika moments 7,. Jo 1énak mainas signals, jo lielaki ir laika intervali 47,=¢,—¢,
starp secigam nolasém, lidz ar to LC k&des darbibas aktivitati (energijas patérinu) liela méra
nosaka pats signals [46]. Pieméram, sinusoidalam signalam s, (t)=Asin (27 f,t) ar konstantu
frekvenci f, izvéloties M Iimenus atbilstosi izteiksmei —4 </, <[,<---<[,, <A, vidgjais LC
nolasu skaits sekundé (nolagu blivums) ir atkarigs no f:
pi=2M [, (4.1)
Savukart signalam s,(z)=Asin(y/(¢)) ar laika mainigu frekvenci f(z)=y '(¢)/(27)>0 LC
nolagu blivums mainas proporcionali 1 (¢ ):
po(t)=2M f(1). (4.2)
Tapat proporcionali frekvencei F,,,. mainas ari nolasu blivums josla lidz ¥, ierobezotam

Gausa troksnim ar nulles vid€jo vértibu un konstantu jaudas spektralo blivumu [58]:
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M
py= muxz e 20" (43)

kur ¢ ir trok$na dispersija.

4.1. LC diskretizacijas blokshéma

Limenu-Skérsojumu diskretizaciju var veikt ar asinhronu ACP, kura blokshéma

paradita 4.2. attéla [2].

CAP
» [
“A” (13 pﬂ’ ‘GA” 4‘P7’
yrgf' N Y « “A”
t 1] 13 2 . . ‘
Starpibas “pyr P Skaititajs
g (t) | komparators > > ),

“_1 ”»

“P” — pieprasijuma signals N . .
pleprasy g ¥ Taimeris | > At,

“A” — apstiprinajuma signals

4.2. att. Limenu-skérsojumu AACP blokshéma

Skaititaja izejas ciparu signals ¥, ciparanalogaja parveidotaja (CAP) tiek konvertets uz
tam atbilstoSo analogo vertibu V,.,, kas komparatora tiek salidzinata ar iecjas signala s(t)
momentano vértibu. Ja starpiba starp signaliem klast lielaka par 4//2 vai mazaka par —4//2,
kur A/ ir attalums starp vienmerigi izvietotiem LC Iimeniem, tad skaititaja izejas signals
mainas attiecigi par “+ 17 vai “—1”. Citos gadijumos sist€ma savu stavokli nemaina. AACP
izejas signalu veido paru ( V,, A4 t,,), n€Z, seciba, kur v, atbilst LC nolaSu ciparu vertibam, bet
At, — ar taimeri noméritajiem laika intervaliem starp », un y, ;.

Raksturigi asinhronam ciparu sist€mam [77] informacijas parsiitiSanu starp blokiem
Saja gadijuma kontrol€ ar “pieprasijuma” un “apstiprinadjuma” signalu palidzibu. Kad pirmais
bloks (sutitajs) ir gatavs siitit informaciju otram blokam (sanéméjam), tad sakuma tas nostita
pieprasijuma signalu sanémé&jam. Otrais bloks p&c tam, kad ir nolasijis pieprasijuma signalu
un ir gatavs jaunas informacijas sanemsanai, nosiita apstiprinajuma signalu pirmajam blokam.
Rezultata no laika momenta 7,, kad ir noticis ITmena Sk&rsojums, lidz laika momentam 7, + 7,
kad »,., pienem jauno vértibu, izveidojas aizkave 7, kuras laika nedrikst notikt atkartots

Skérsojums, tapec jaizpildas nosacijumam [2]:
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s'(1)=25, (4.4)

kur frekvencu josla lidz F,,,. ierobeZotam signalam atvasindgjuma modula maksimala vértiba

()

. Saskana ar BernSteina nevienadibu [80]:

|S '(t)lﬂlllxszﬂFﬂl(l.’fls(t)L‘llaX' (4.5)

4.2. Signala/kvantéSanas trokSna attieciba

Klasiskajos ACP nolasu s(t k) laika momenti 7, =kT, k€Z, ir precizi zinami, bet
amplitudu vértibas sk:s(tk) tieck kvant@tas, kas attiecigi rada kvant€Sanas troksni. LC
gadijuma ir pretgji — LC nolasu s (t,z), n€Z, amplitidu vertibas s,=s (tn) ir precizi zinamas —
tas sakrit ar Skérsoto limenu verttbam, bet laika momenti 7, tiek kvantéti, tadejadi radot
kvanteSanas troksni. Pieméram, 4.2. att€la paraditaja blokshéma laika intervalus starp LC
nolasém s (¢, ;) un s(,) méra ar taimeri, kura takts periods 7', nosaka mérfjumu precizitati
[2]. Ja 4t,=t,—t, | atbilst intervala patiesajam garumam, bet thn — noméritajam, tad
mérfjuma klida Adt=4t¢,—At, neparsniedz 7.. Attiecigi signala nolases klida ir

As=s"(t) A7 (4.3. attels).

4.3. att. Kvantésanas klada 4s

Uzskatot, ka s '(¢) un A7 ir savstarpgji neatkarigi gadfjumlielumi, trok$na jaudu aprékina péc
formulas [2]:

P,=P.P,. (4.6)
Ja A7 ar vienadu varbitibu pienem jebkuru vértibu intervala no 0 Ilidz 7', tad

d(Ar):%Tf, 4.7)

A21

P, = _
A TTC

T

ce—~

un signala/kvanté€sanas troks$na attieciba
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SQNR, (dB)=101g— = 101g 0= = 101g 2 * + 201g = 101g 2= + 201
QNR,c(dB)=10lg 7—==10lg —— &5 g7 =10l gfc. (438

5=
As PIE

mainas atkariba no taimera frekvences /. =1/7.. SQNR vértiba klasiska ACP gadijuma
SQNR (dB)=1.76+ 6.02 N (4.9)
ir atkariga no ACP bitu skaita N, kuru palielinot par viens, SQNR piecaugums ir 6.02 dB.

Sadam SQNR ¢ pieaugumam atbilst frekvences /. divkar$o$ana, kas izriet no vienadibas

3Ps 3Ps 6.02/20
101g 2 +201g f,,=6.02+ 101g 2 +201lgf,., = f.,=10 fa=2f.. (4.10)

’ 1

SQNR,¢ pieméri: signalam s\(t)=Asin(27 f Ot) signala/kvant€Sanas troksna attieciba
ir:

B S /e
27rf0)——11.19+201g(f0),

savukart frekvencu josla Iidz ', ierobezotam Gausa troksnim ar nulles vid&jo vértibu un

SQNR,.(dB)=201g( (4.11)

konstantu jaudas spektralo blivumu:

3f.
2n F

)=—6.42 + 201g(]f" ). (4.12)

max max

SQNR, . (dB)=201g(

4.3. LC nolaSu reprezentacija

LC nolases apraksta divi lielumi — nolases vértiba s (tn), kas sakrit ar Skersota Itmena
vertibu, un nolases laika moments 7, kas sakrit ar [imena Sk&rsoSanas bridi. Atkariba no ta, ka
tiks realiz€ta datu parraide, iesp&jami dazadi LC nolaSu atteélojuma varianti.

Pirma pieeja. Parraidit var nolasu s(t ,) vertibas, kuras katru reprezenté N, biti, un
nolasém atbilstosas 47,=t,—1t, | vértibas, kuras katru reprezenté N, biti. Rezultata vienas
LC nolases kodé3anai nepiecieSsami N, +N; biti. Ja LC parveidojuma izmanto M Iimenus
[,<l,<---<l,,, tad katra limena reprezentacijai nepiecieSami N,>1og, M biti.

Otra pieeja. Parraidit var signala atvasinajuma zimi SkersoSanas bridi ¢, — pozitivai
atvasindjuma vértibai s'(z,)>0 atbilst logiskais 1, bet negativai — logiska 0 (4.4. attgls).
Rezultata iegita bitu virkne a,,a,,..., a,,... reprezent€ nolasu s(t,z) vertibas atbilstoS$i
izteiksmei

s(t,)=1,, (4.13)

kur Iimenu /,, indeksi:
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m,=(—1)"+m,_,. (4.14)

Nolagu s(,) atjaunoSana bus iesp&jama, ja bitu @, parraide un uztverSana notiks bez

zudumiem un zindms biis pirma §kérsota Iimena /,, indekss 777,, ko nosaka LC analogciparu
parveidotajs.

Papildus bitiem a, tiek parraiditas ari intervalu 4¢,=¢,—¢, | vértibas, kuras katru

reprezente N, biti. Rezultata vienas LC nolases kod&Sanai $aja gadijuma ir nepiecieSami
1+ Ny biti.

Tresa pieeja. LC nolases s(7,) var reprezentét ar UWB impulsu virkni

00

ult)= 2, (=1)g,(1), (4.15)

kur @, nosaka impulsa g,(1) polaritati, bet 7, — poziciju uz laika ass: g,i(t)zg(t—tn) (4.4.
attels).

Amplitdda

Laiks

4.4. att. LC nola$u parraide ar UWB impulsiem g, (¢)=g(1—1¢,)
Uztvergja dala, sanemot signalu u(¢), nolasu s(t,) vertibas atrod saskana ar (4.13), nosakot

impulsu g, (7) pienak3anas laiku 7, un polaritati (—1)“, no kuras seko @, vértiba 0 vai 1.

4.4. Signalu atjaunoSana no LC nolasem

LC diskretizacija vienkarSo datu ieguvi, bet sarezgitaku padara to pécapstradi, ko
nosaka nevienmérigais LC nolaSu izvietojums laika. Atkariba no pielietojuma apstradi var
veikt gan ar asinhronam sisttmam [66], [V], gan ar sinhronam sist€mam, ja vien pirms tam ir
veikts signala parrékins no LC nolas€ém uz laika vienmeérigi izvietotam nolasém. Otraja

gadijuma signalapstrades iesp&jas klust plasakas, tapec talak apskatisim signalu atjaunoSanu
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no LC nolasem [VII], [IX], [X], [XI], [XII], [XIV].
4.4.1. Precizas atjaunoSanas pietieckamais nosacijums

Signalu atjauno$ana no laika nevienmérigi izvietotam nolasém s(Z,) ne vienmér ir
vienkarsi atrisinams uzdevums. Parasti tiek apskatitas noteiktas signalu klases, kuram
izstradatie algoritmi darbojas tikai pie noteiktiem nosacijumiem, un tada universala
panémiena, kas der visiem gadijumiem, nav [60]. Ka paradits darbos [8], [39], [60], tad
frekvencu josla we€[—Q, Q] ierobezotu signalu preciza atjaunosana ir iesp&jama, ja vidéja to
diskretizacijas frekvence f,>Ql7, 1idz ar to precizas atjaunosanas pietieckamais nosacijums

ir [29], [34], [50]:
AtmaxzsupneN(tn_tnfl)<%- (416)

LC gadijuma probléma ir ta, ka nosacijuma (4.16) izpildi signalam ar laikd mainigu
spektralo sastavu pie noteikta Iimenu izvietojuma /, </,<---<[,, ir griiti prognozét, ko nosaka
attalumu 4¢,=1,—1, | atkariba no pasa signdla. Jo blivak biis izvietoti Iimeni /,,, jo lielaka
biis varbiitiba, ka (4.16) izpildisies, bet vienlaikus mazaka klis LC parveidojuma
energoefektivitate, ko noteiks vid€jais LC nolaSu skaits sekundg.

Lai izvairitos no parlieku liela nolasu daudzuma, nosacijumu (4.16) rakstisim nevis

signalam s (), bet gan transforméta laika signalam y (u), kas paradits 4.5. attgla.

wu,,) [

y(u)

Wu=D(1)=s(1)

S('iu-] ) “‘{tu)

4.5. att. Signala s () transforméta laika u=® (¢) signals y (), kuram izpildas: y(®(¢))=s(¢)
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Jasignala y(u) FT spektrs F'[ y(u)] ir frekvendu josla [—Qg, Qg] ierobezots, tad pietickamais

nosacijums (1) precizai atjauno$anai no nolasem y (u,) ir:

T

Aumaxzsupneu’\/(un_un71)<§- (417)
g

Rakstot $o formul&jumu signalam y(u), kura argumenta u vieta liek u=® (¢) (funkcija @ (¢)

defingta ar izteiksmi (3.27)), un ievérojot sakaribu y(®(¢))=s(¢), iegast pietickamo

nosactjumu signala s (), kura EFT spektrs S(w,)=F[s(¢),g(¢)] ir josla w,€[-Q,,Q,]

ierobezots, precizai atjauno$anai no laika nevienmérigi izvietotam nolasém s (z,) [I]:

T

sup,ey (®(2,)=P(1,,)) <5 (4.18)

g

Salidzinot (4.18) ar (4.16), var secinat, ka maksimalais attalums 47, starp signala
nolasém $aja gadijuma var ievérojami parsniegt Naikvista soli 7/, un to nosaka funkcija
@ (t). Viens tads piemérs paradits 4.5. attéla — lielais laika intervals 417, starp signala s(¢) LC
nolasém s(,_,) un s(z,) ar funkcijas @ (¢) parveidojumu parvérsas par mazu transforméta
laika u = (¢) intervalu 4u, starp tam pasam signila y(u) LC nolasém y(u,_,)=s(¢,_,) un
ylu,)=s(t,).

Jautajums ir, ka funkciju @(¢), kas vispariga gadijuma nav zinama, atrast no LC
nolasém, lai talak to izmantotu signala s() atjaunoSanai? Lidzigi ka 3. nodala, sakuma
atradisim signala maksimalo momentano frekvenci ]A"max(t), un péc tam saskana ar (3.72)

funkciju @ ().
4.4.2. Maksimalas momentanas frekvences noteik§ana no LC nolasém

TreSaja nodala apskatitas ]A‘max(t) novértéSanas metodes (STFT, EMD un ekstrému
metode) ir paredz@tas vienmérigi diskretiz€tiem signaliem, tapec Saja gadijuma tiesa veida
nav pielietojamas. Saistiba ar signalu frekvencu analizi darba [32] ir paraditas vairakas laika-
frekvences sadalijuma S(7, /') noteik$anas metodes signaliem, kas diskretizéti péc LC
principa, tomér to pielietojums prasa lielu LC nolasu blivumu un aprékinu laiku. Cita darba
[17] ir aprakstits panémiens, ka no LC nolasém atrast signala s (/)= 4sin (7)) momentano
frekvenci, tomér ta pielietojums ir visai ierobezots, jo realas pasaules signali biezi vien ir
sarezgitaki.

A

Lai noteiktu signala maksimalo momentano frekvenci f,,. (), izmantosim uz
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empiriskiem apsvérumiem balstitas divas metodes [I], [VII].

Pirma metode. No dotajam LC nolasém s (t,,), n=1,2,..., N, atrod visus tos indeksus

m,<m,<---<m;€[1, N piekuriem s(7, )=s(t, . ) (4.6. attcls).

A
g(t) S(Imf‘) S(tm,-‘*-l)
. NS N\
: /_'h'.,- : I ATI'+1 :
AR RGO
tm,_l j"m,—_frl tm‘- Imﬁl rmm tm,-,ﬁl

4.6. att. Indeksu 77; mekléSana, pie kuriem (f m,) =S (f m+ 1)

Talak katram i =1, 2,..., I aprékina vértibas:

1
f(rl)_2AZ_l9 (4'19)
kur
tm + tm +1 tm + tm +1
AN P 4.20
un
tm + tm + 1 tm + tm +1
Arz=-mmtl Tma o 4.21
=" 5 (4.21)

Ja signals sastav no vienas harmonikas: s(t)=Asin (27 fot), tad f(7,)=f, visiem i. Ja
signals sastav no vairaku harmoniku summas, tad f ( r,-) vidgja vertiba

1

=721 (7)), (4.22)

i=1

ka izriet no eksperimentaliem rezultatiem, aptuveni sakrit ar harmoniku summas augstako
frekvenci, tapec par signala maksimalo momentano frekvenci }’max(t) pienem funkciju, kuru
atrod, aproksim&jot punktus f(7,) ar pa gabaliem at3kirigiem vienadas kartas 7 polinomiem
pi(t), izmantojot mazako kvadriatu metodi. Izvéloties veselu skaitli L>1, pilno laika

intervalu 7 €[ 7,7 ], kura izvietojusas LC nolases s (¢,), sadala mazakos intervalos

A @k S [tk sakuma * tk beigu]a (423)
kur £=0,1,... apzZim¢ intervala numuru un
Tt T T T ks o
lk sakuma™ 2 > k beigu — P . (424)
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L=7

fmax(t)
fmax (U

-
-

f(z) | I f(7)

e 46, —— 46, —] b 46y, —F— 46, —|

4.7. att. Punktu f'(7;) aproksimacija ar pa gabaliem atskirigiem pirmas (pa kresi) un otras (pa

labi) kartas polinomiem p, (¢) un p; ()
Katram intervalam 40, atrod polinoma p)(f)=a, i+ a,, 1"+ ...+ a,, koeficientus
Ap oy _ys---, Ay o ta, lal izpildttos:
1) intervala sakuma un beigu punktos ?; ium Un 4 s, polinomu p;_,(¢), pi(z) un p(z),
Pi+1(7) un to pirmo » atvasinajumu vértibas ir vienadas:

pzfl (tk Sdkunjg) = p’/;(tk Sdkuma) p;( tk beigu) = p/’;+ 1 (tk beigu)

B _ (1) r )
Pr-1 (tk sdkuma)(l) _ pk(tk Sdk“ma) un pk( tk beigu)(l

_ (
) _ Pri1 (tk beigu) (425)

(r) (r)

p:rfl (tk sdkuma)(r) = p’k(tk Sc?kuma) pZ(tk beigu)(r) = p;(+ 1 (tk beigu)

2) summas

(f(Ti)_pZ(Ti)>2 (4-26)

vértiba ir minimala (K ir kopgjais intervalu 40, skaits).

Kad ir iegiiti visu polinomu p} (¢) koeficienti @, ,, @, ,_,.--., @ ,, funkciju /., () atrod:

A

fmaxL(t):p;;(t)s te[tk sakuma > tk beigu]' (427)

T ka $is rezultats ir atkarigs no L, kas nosaka, cik punkti f(7,) katrd no intervaliem 46, tiek

aproksiméti, tad par signala maksimalo momentano frekvenci f,m (1) izvélas vidgjo funkciju

Lo (1), (4.28)

kur Lz_ 1= L] [VII], [IX]
Punktu f(7,) aproksimacijas pieméri ar pirmas (#=1) un otrds (r=2) kartas
polinomiem, ja L =7, paraditi 4.7. attela.

Otra metode. Lidzigi ka ieprieks, no dotajam LC nolaseém s(t,,), n=1,2,...,N, sakuma
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atrod visus tos indeksus m, <m,<---<m,€[1, N pie kuriem s(tm’)zs( m+1) (4.6. attels).
Tevérojot to, ka starp LC nolasem s(7,,) un (¢, ;) atrodas vismaz viens signala s (¢) lokalais
ekstréms, tad tuvinati aprékina ta laika poziciju: T,-:(tmﬂr t,n,_+1)/ 2. Talak, péc lidzibas ar
3.6.1. apaksSnodala doto ekstrému metodi, maksimalo momentano frekvenci ;’n,ax(t) atrod no
T,

1) aprekina funkcijas @ (¢) vértibas laika momentos 7 ;: @ (z,)=in, kuras talak interpol€ ar

Ermita kubiskajiem splainiem, un iegiist laika nepartrauktu, monotoni augosu funkciju

P(1);
2) no @ (1) atrod svarstibas cos (@ (¢)) momentano frekvenci f(¢), kuru talak nogludina ar
zemo frekvencu filtru un iegust meax (¢) [1].

Pieméri. Ar abam metodém iegiito maksimalo momentano frekvenéu £, () pieméri

diviem izteiksmes s ()= Zle A, cos(y, (1)) signaliem paraditi 4.8. attgla — signals pa kreisi

sastav no M =2 komponentém ar laika mainigam frekvencém f m(t)z W ’(t) / (2 n), kas (b) un

(c) attlos paraditas ar nepartrauktam linijam, bet signals pa labi — no M =3 komponentém.

2

-. | +"4 b 4
i @ o e = @ (I [
- . Il l [ Mo 1 8t I ~ e 'y
s || /| I'“|1'+ il ‘I‘ \ +\I | hr s | AP ‘I|IT|"| [ e [ [
. . . i | | \
AV AR .-’«,HTHHLPH?T: BEAPNEE BT ALT S AVA AT
£ N \ [ 11/ [ ] E INANAY, V [/ \/ A
2 (14 \J \ Hx U.IH il Voo b g hll»fd Tf‘;f l'lﬂ"l L\" 1 s tafy
| | | v I | [\
< || R/ [ < WV Uy vy VA
Y | | [\ 1 1111 M v \]
=1} ¢ T * i L 4 L3 || ) ‘I || )
\ ¥ \ . llf -
1] 1 2 3 4 é 6 7 8 9 10 -20 1 é 4 5 6 7 8 9 10
Laiks (s) Laiks (s)
b % b o "
Al ©) f(z)\(:{;e\o = falll) - ®) 0 40 == Fol®)
z #y Ao | I o — A0
g Oé Yo 2L oo AN > @
£ ) \ 1 & lea. 4 oR, © %o
IE R / - I.?. 2 & Nt)‘--,a‘o s S
T & > i d e/ﬂ!o. \:i \ ~ 9 \\5‘ = \o\ei""'\:——— ‘199;0 /0\
G~ ug” S \"‘\.._,\:G-"’ e e bﬁ% S0 f
nD 1 2 3 4 6 7 8 g 10 00 1 2 3 4 6 7 8 9 10
Laiks (s) Laiks (s)
4 (e) ( -.\ t ar (e) 2 T t
173 N fr:au.\'( ) 1 i - N fj:!a.\( )
- /r ) w / A
g fooN — 1) g [ 7 RN —10)
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4.8. att. Ar pirmo (b) un otro (¢) metodi iegtitas maksimalas momentanas frekvences ]A’mx (1)

no signalu (a) LC nolasém
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Ka redzams no attéla, tad /A‘max(t) abos gadijumos aptuveni izseko signala patiesajai

frekvencei [, (¢), kas defingta ar izteiksmi (3.76). Otras metodes prieksrociba salidzinjuma
ar pirmo ir ta, ka ta ir daudz vienkarSaka, ka art nav jadoma par parametra L izvéli, kas pirmas
metodes gadijuma pie maziem L bitiski ietekmé rezultatu.

Péc funkciju /. () noteiksanas no signalu s(7) LC nolasém s(z,), talak seko s(¢)

atjaunoSana.

4.4.3. Iterativa atjaunosana

Klasiska filtracija. Ja izpildas nosacijums (4.16), tad frekvencu josla we[—Q, Q]
ierobezotus signalus s (#) var atjaunot no laikd nevienmérigi izvietotam nolasém s (7,) saskana

ar iterativu algoritmu [29], [34]:

(4.29)

A

S04 (0)=53,(¢)+ A[g(xf.v,)(t,,)(t)L
kur i=0 apzimé iteracijas numuru, §S(,”)(t) atbilst nolasu S(tn) interpolacijas rezultata

iegiitajam signalam

Sut)= 20 s(t,)g,(0), (4.30)
bet ar operatoru / tiek atrasta interpolacijas signala 5, (¢) ortogonala projekcija frekvendu
josla we[—Q, Q] ierobezotu signalu telpa, t.i., operators /A veic interpolacijas signala
filtraciju ar idealu zemo frekvencu filtru. Algoritma rezultats, kad i tiecas uz bezgalibu, ir

s(t)=1im,_,, 5,(¢), bet atjauno$anas kliida pakapienveida interpolacijas gadijuma, ja

(on(t): l’ ja (tnfl+t)1>/2St<(tn+tn+l)/2

4.31
0, citur, ( )
péc i iteracijam ir:
1+4t, Qlx .
t)—s(t)|s———2"—" (At Qlz)""|s(t
s (1) =, (Ml 2 (A Q1) s ()] (432)

max

Nolasu S(tn) interpolacijai izteiksmé (4.30) var lietot ari citas gon(t) funkcijas, kuram

izpildas vienota sadalijuma nosacijums Z”ez 0,(1)=1 [34], un atkariba no tam mainas

algoritma (4.29) konvergences atrums [34]. Piemé&ram, linearas interpolacijas gadijuma
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(t_tn—l)/(zn_tn—l)’ ja ZLn—lSl‘<l‘n
gon(t): (tn+l_t)/(tn+l_tn)7 ja tnSt<tn+l (433)
0, citur,

un atjaunosSanas klada

s (¢)=s,(£)ll=<

1+ (At,,R217)
1—(4t, Qlz)

max

(4t @1z )"V s(2)) (4.34)

samazinas atrak neka funkciju (4.31) gadijuma.
Praksé dotais LC nolasu s(z,), n=0,1,...,N—1, skaits ir galigs, tapéc operatora A
skaitliskai realizacijai pienem, ka interpolacijas signals §‘§([,,)(t), €[ty ty ], periodiski

atkartojas ar periodu @ =t _,—1,, lidz ar to §S(,”>(l ) var izteikt ar klasisko Furj€ rindu

o - jmﬁl
Ss(f,,)(t>: Z yme ° H (435)
bet operatoru /:
M jm%l
Als, ) (0)1= 2y @, (4.36)
m=—M
kas pie skaitla M vertibas
M=l0Q/12x)] (4.37)

ierobezo signalu 3‘.(,”)(1 ) josla w€|[—Q,Q]. Linearas interpolacijas gadijuma koeficientus 7,
aprékina no s(z,) un 7, vértibam saskana ar 6. pielikuma dotajam izteiksmém (P6.4) un
(P6.5).

Filtracija ar laika mainigu caurlaides joslu. Nestacionariem signaliem, kas
diskretizeti p&€c LC principa, nosacijums (4.16) biezi vien var neizpildities. Vietas, kur signala
izmainas bis straujakas (lielaka maksimala momentana frekvence), attalumi 47,=¢,—1, ,
starp LC nolasém biis mazaki, un lielaka biis varbiitiba tam, ka A7, <7/Q. Savukart vietas,
kur signala izmainas biis Iénakas (mazaka maksimala momentana frekvence), attalumi starp
LC nolasem pieaugs, kas attiecigi palielinds notikuma 47,>Q/7 izpildisanas varbiitibu un
pasliktinas signala atjaunoSanas precizitati $ajas vietas.

Nemot véra, ka attalumus 47, starp LC nolasém ietekmé signala maksimala
momentana frekvence }‘,nax(t), tad precizaka rezultata sasniegSanai tiek piedavata sekojoSa
metode [I]:

1) no LC nolasém s(¢,), n=0,1,...,N—1, atrod J",,m(t), 1€[ty.1y ], bet no tas — funkciju

&(t)=2x fi ]A‘,m(r)d 7 ar sakumvertibu @ (z,) =0 un beigu vértibu @ (¢y_,)=@(6O);
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2) no @(t) atrod transformétd laika u=&(¢) vertibas u,=®(z,), no kuram seko
transforméta laika signala y(u) LC nolases y(un)zs(tn), kas izriet no vienadibas
y(@(1))=s(t) (4.5. attels);

3) jasignala y(u), u€[0,®(O)], FT spektrs ir josla [—Q,, 2, ] ierobezots, tad, izpildoties
nosactjumam (4.17), y(u) atrod no y (u,) saskana ar (4.29):

Polu)=a[y,,,(u)]

B 1) =3, 0) + A0 (1) 0

kur y(u)=lim,__ »,(u) un atjaunoSanas kliida pakapienveida interpolacijas gadijuma:

1+ Au Qg/n

max

<
1—4u,,Q,/n

1y () =y, ()l (411, Q =) [y (u)ll; (4.39)

4) ieverojot to, ka u=®(¢) un t=& '(u), no y,(u) atrod: s,(r=® ' (u))=y,(u), un
atjaunosanas kltda:

() =s,(1) s (1)
| Vo) Vg(1)

kur g(1)=1/(2x f,,.(t)) un du,,, saskana ar (4.17) ir At =sup,c(P(1,)—D(1,_,)).

l+A4u,_Q Ix
< g

max

< A
1—Au Qg/n( Hmax

max

Qlx)" i (4.40)

Ka var secinat no metodes apraksta, tad sakuma, izmantojot klasiskas filtracijas

algoritmu (4.38), tiek atjaunots transforméta laika signals y(u), un péc tam ar inverso
parveidojumu =@ ' (u) tiek iegiits pats signals s (7). Nemot v&ra, ka operators /1[)7}, (u”)(u)],
kas ierobezo transformata laika signala 7, () FT spektru josla [—9,, 2, ], ir ekvivalents
operatoram ;I[ES([”)(I‘ )], kas ierobezo ar inverso parveidojumu iegiita signala §s(,”>(1) EFT
spektru josla ®,€[—Q,,Q,], tad algoritmu (4.38) signila s(¢) atjaunosanai no s(z,) var

ekvivalenti rakstit:

Solt) =4[5, (1)] wan)
3i+1(f):3i(1)+ Z[E(H,m,,)([)]a .
kur 5, ) (1) pakapienveida interpolacijas gadijuma ir
Sut)= 20 s(t,)6,(1), (4.42)
funkCijaS gn(t)aja T11:¢71((@(t1171) + @(t”))/Z} un Tn+l:¢7l((¢(tn)+ @(t11+l))/2::
gn(t)_ 1, ja Tnst<Tn+1 (443)

0, citur,

un operators :
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M Y

L5 (0= X e, ", (4.44)
m=—M

kur MZ[@(@)Qg/(27r)J un ¢, ir interpolacijas signala §S(,”)(t) EFS koeficienti, kurus

pakapienveida interpolacijas gadijuma atrod no s(#,) un @(t,) vertibam saskapa ar 7.

pielikuma doto izteiksmi (P7.4). Algoritma (4.41) rezultats, kad i tiecas uz bezgalibu, ir

s(t)=1lim,. §,(¢), bet atjaunosanas kliida pakapienveida interpolacijas gadfjuma sakrit ar

(4.39).

Algoritmu (4.29) un (4.41) pieraksts ir loti Iidzigs — abos gadijumos tiek veikta nolasu
interpolacija un interpolacijas rezultata iegiita signala filtracija. Pirmaja (klasiskaja) gadijuma
tiek izmantots filtrs ar laika nemainigu caurlaides joslu, bet otraja — filtrs ar laika mainigu
caurlaides joslu, kuru nosaka signala maksimala momentana frekvence f,m(t) (sadas
filtracijas pieméri paraditi 4.9. att€la), turklat attalumi 47, starp LC nolasém otraja gadijuma
var bt ievérojami lielaki neka pirmaja, ko nosaka Naikvista kritérijs attieciba nevis uz 47,
vértibu (nosacijums (4.16)), bet gan uz 4D, =sup,y (P (t,)—P(z,_,)) vertibu (nosacijums
(4.18)). Varetu teikt, ka pirma algoritma gadijuma nosacijumam (4.16) jaizpildas globali, ko
nosaka visa garuma dota signala maksimala frekvence F .. =2/ (2 7r), bet otraja gadijuma Sim

nosacijumam jaizpildas lokali, ko nosaka signala maksimala momentana frekvence ]A’max (2).

Frekvence (Hz)

10 20 40 50

30
Laiks (s)

Amplitida (V)

40 50

10 20

30
Laiks (s)
4.9. att. Signalu (b) filtracija ar laika mainigas caurlaides joslas (a) filtru (filtra ieejas signali

(pelekas Iinijas) ir sinusi ar frekvencém (sakot no augsas) 0.1, 0.6 un 1.4 Hz, un ceturtais ir

gabaliem konstants signals, bet izejas signali — melnas Iinijas
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4.4.4. AtjaunoSana pec mazako kvadratu metodes

No algoritmiem (4.29) un (4.41) izriet, ka atjaunotos signalus s(z)=1im,_, 3,(¢) var

1zteikt forma

M

s(t)=>. ¢,q,(1), (4.45)

m=—M

jm2rmt/®

kur ¢, ir koeficienti pie bazes funkcijam qm(t), kas viena gadijuma sakrit ar e , bet otra

—ar &P 34 i dotas signala s(7) LC nolases s(¢,), n€Z, tad liekot tas izteiksmé

(4.45), iegiist linearu vienadojumu sisteému
s=Q¢, (4.46)

kur s=[...,s(¢,_,),s(z,),...]" ir LC nolagu vektors, matricas Q elementi ir O, ,,=¢,,(¢,), un

A

¢=[¢_,,.... ¢y ] ir nezindmo koeficientu vektors, kas jaatrod. Ja matrica Q ir invertgjama,
tad no (4.46) iegiist:
¢=Q's. (4.47)
Ja matrica nav invert§jama, tad risinajumu meklI€ p&c mazako kvadratu metodes un iegiist:
¢=(Q'Q)"'Q's=Q’s, (4.48)
kur Q"=(Q" Q)" Q' ir matricas Q pseidoinversa matrica [90].
Ka izriet no [29], tad FS gadijuma, ja izpildas nosacijums (4.16), tad koeficienti (4.48)
ar izteiksmi (4.45) dod to pasu signdlu s(z), ko algoritms (4.29), t.i., s(¢)=lim,.. 5,(¢),
savukart EFS gadijuma, ja izpildisies (4.18), tad atjaunotais signals sakritis ar (4.41) rezultatu

s(t)=lim,_, 5,(¢).

4.4.5. AtjaunoSana péc mazako kvadratu metodes ar nosacijumiem

Ieprieks tika jau minéts, ka nestacionariem signaliem, kas diskretiz&ti péc LC principa,
attalumi 47, starp LC nolasém biezi var parsniegt 7/Q vértibu, ka rezultata ar izteiksmi

(4.48) iegiitie koeficienti ¢,, dos no originala signala s (¢) atskirigu atjaunoto signalu
M
$(0)= 2 ¢,q,(0). (4.49)
m=—M

Tas pats var notikt ari EFS gadijuma, kad attalumi @ (z,)—®(¢,_,) parsniegs 7/Q ¢ Vertibu.

Lai izvairitos no lielam klidam, LC gadijuma var nemt véra to, ka atjaunotajam
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signalam brivi izveéleta laika momenta =7, ir jaatrodas starp diviem noteiktiem limeniem
aTOSL@(rO)SbTO. Pieméram, 4.10. att€la signals s(t) laika intervala t€[?,. ,,1,.,] atrodas starp
[imeniem a, un bfo, savukart atjaunota signala vertiba 3‘(70), T,Elt,, .1, 2], neatrodas starp

Siem limeniem, 1idz ar to ir javeic 3 (¢) korekcija $aja vieta.

|

\ /\ ?s (7o) .

4.10. att. Atjaunota signala 5 (7) nolases 5 (,) neatbilstiba originala signala s (¢) vértibu
lnteI'Vélam N (t>€|:a‘[0 s b‘ro:l, t eI:ZLn+ 1’ tn+2:|
Talakaja izklasta piepemsim, ka doto LC nolagu s(z,) skaits ir galigs:

n=[0,1,...N—1], bet par bazes funkcijam izvélésimies EFS funkcijas

2

g (1)=e" """ (4.50)

kur ©@=t,_,—t, un P(¢ 27rf f. (z)d7 ar sakumvértibu ®(7,)=0 un beigu veértibu

@ (ty_,)=®(0O). Rezultata signila (4.49) EFT spektrs saskana ar pieméru (3.63) pie funkcijas
1/g(t)=®" (1) irjosla w,€[-27 M| ®(©),27 N /P ()] ierobezots, un to pilniba reprezents
(z

nolases §(7,) ar izteiksmi

0

3(0)= 3 §(z)sine(ZH(@(1)-(2,))), (4.51)

k=—o0
kur Y=®(0)/(2M) un 7,=® ' (kY"). Ta ka signals §(¢) ir periodisks ar periodu @, tad
nolases 5 (7,) periodiski atkartojos: 5 (7;)=5(74. 24 ), un @ (7, 5y )= (7,) + @(O), lidz ar to
(4.51) var rakstit:

3(z):2:4_01fv(fk)l_imsmc(ly(@(l)‘@( Ai 5(7,)q,(t (4.52)
kur
4:(1)= Y sine( % (@ (1) d(z,)~19(6))) 4.53)

93



Ta ka funkcijam ¢, () izpildas: §,(z,)=0, ;, i=[0,1,...2 M — 1], tad atjaunotais signals (4.52)
laika momentos /=1,, k=[0,1,...2 M —1], sakrit ar nolasu 5 (r,) vértibam, kuram saskana ar
originalo signalu s(¢) jaatrodas starp diviem noteiktiem LC limeniem a, <5§(z;)<b,.
Pieméram, 4.11. attela nolasei 3(7 k) jaatrodas starp Iimepiem a, un b., jo intervala
t E[I,H , l,,] signals s(t) atrodas starp Siem ltmeniem, savukart intervala ¢ €(t wr Loy 1] signals

atrodas starp limepiem @, un bfh » I1dz ar to nolasei 5 (rk +1 ) jaatrodas starp @, un b,ﬁ .

1

T T T
I I I
I I I — s
I I I
| | |
' ECWE b
I ||
I I |
| m

s ! bTA: Tk+1
I S(Tk). I [
I I [
I | I [
I | I [
I I I Lo s
I I I [
I I I [
| I | [
I I I [
Itnfl : Itn ! I tn+1

Tk Tkt

4.11. att. Meklgjamo nolasu s (r,(), T, €lt, |, t”], un § (r,(ﬂ), T, €lt,, t,,H], atlautie vertibu

apgabali starp limeniem a. , b,A unda, , b,

k+1

Nemot véra $os ierobezojumus, kliidas signala energiju

E=Y (s(r,)-3(1,) =lls—QSIL, (4.54)

n=1

kur s=[s(¢,),...,s(¢y_,)]" ir LC nolasu vektors, matricas Q elementi ir Q,,Y,F?]k(t,,), un

w2 >

=[5(7o),....5(72y_,)]" ir nezinamo nolasu vektors, minimizg, ievérojot nosactjumu
A<§<B, kur vektoru A un B elementi a, un b, ierobezo § (r,) vertibas atbilstosi
nevienadibai a, <s (rk)s b,A. legiitais minimizacijas uzdevums

minl|s—QS[; . ja A<$<B (4.55)
ir optimizacijas uzdevums, kura atrisinaSanai var izmantot MATLAB funkciju Isqlin [22].
Pé&c nolasu 5 (7,) aprékina, talak jau var atrast signala 5 () vertibas brivi izvélétos laika

momentos " <{,_ <, <, <

$(0)= Y §(z)a,(c), (4.56)

k=0

kuram ari jaatrodas starp diviem noteiktiem LC limeniem a, <5({,)<b.. Piemers tam
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paradits 4.12. att€la — ar optimizacijas uzdevumu iegiitas nolases 5(z,) un §(z,.,) atrodas
starp pareizajiem Iimeniem a., b,k un a, , bm.’ savukart nolase 5(¢ l,) laika momenta
C,€lt,..1,.,] atrodas arpus atlautd vértibu apgabala la; . b; ], kura laika posma no ?, ., lidz
t,,, ir zinams, ka atrodas originalais signals S(t). Tapec, lai noveérstu $adu neatbilstibu,
nevienadibas a,k_|S§ (7,4 ])Sbrkv] jetvaros var samazinat nolases 5 (7, ) vértibu, kas attiecigi

lokala ap 7, ., izvietota laika intervala pabidis atjaunoto signalu § (t) uz leju.

—s(0)
b 5(0)

4.12. att. Atjaunotais signals §(¢) ar nolasém §(z,) un §(z,. ) atlautajos vértibu apgabalos
a, <5 (7,)< b, una, §§(rk+ I)Sb,ﬁ ., un nolasi & (¢,) arpus atlauta apgabala la; . b, ]
Algoritma blokshéma noladu §(z,) korekcijai [IX] paradita 4.13. attela. Algoritmam
pamata ir sekojoSas darbibas:
1) izvelas vienmérigi izvietotus laika momentus [C),u=1,2,...,U, un aprékina signala
§(¢) vertibas §(,);

2) atrod visus indeksus < <p,<--<p,E[1,U], kuriem neizpildas nosacijums

a: <5(¢,)<b; ;

3) no Siem indeksiem izvélas vienu gadijumindeksu z un atrod laika momentam ¢ , tuvako
7, vertibu;

4) jas (C,) <ac , tad nolases §(z,) vertibu palielina par a(bfk—ﬁ(fk)), bet ja 5(¢,) >ag , tad
So vertibu samazina par a(S(Tk)—afk), kur koeficients a€(0, 1) nosaka 5(7,) izmainu
straujumu;

5) atbilsto3i jaunajai nolasei parrékina signala 5(z) vértibas 5({,), un procediira atkarto no

2.1idz 5. solim.

Algoritma izpildi partrauc, ja katram u izpildas a(”SfV(C o) <b., vai arf tiek sasniegts noteikts
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iteraciju skaits.

_>[ HER kazsupxelo‘m’f—l]

T}c_g,u

J

4.13. att. Nolasu 5 (z,) korekcijas algoritms

4.4.6. LC diskretizacijas un atjaunoSanas piemeri

Nodala apskatitas metodes pielietosim tris signalu atjaunosanai no LC nolasém.
. . . — lw -— . .
Pirmais signals s,(:)=) _ A,cos(k,y(t)) sastav no M=3 kosinusiem ar

frekvencem f,(t)=k,, f(t)>0, kur k, <k,<k; ir dazadi koeficienti. Signalu diskretizé ar 4

un 8 limeniem, kas simetriski izvietoti ap nulles asi (4.14. att€ls). Pirmaja gadijuma iegiist
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N =84 nolases ar maksimalo attalumu 47,,=0.82 s, bet otraja — 148 nolases ar maksimalo

attalumu 0.98 s. Tatad, neskatoties uz nolaSu skaita pieaugumu, maksimalais attalums starp

nolasém ir kluvis lielaks.

\ (@) ) 0 N=84 ) i PIM (@) ) i N=148 ]

L habry (. b Ao fh
safl /) Nkl b o~ AN E s A Na b~ A f o
g1 My AT { |1TH mﬁn 7N .~“|."||l’-f- o AR 1 Mf” [ 7\ .v"‘]ﬁ‘l*' N
2 0l p | | Wl \ 1A 2 of| p/ O R R {1 | I A (| I
30 RTAVARR SN VAR T I AR A 04 | N S R VAV AR AR VAR A 1RY RIRIL
gap Vo 1 WA - R TR R Fouy ot

A L R A L A
| o 1
] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Laiks (s) Laiks (s)
AT -~ /r\‘ -
“= Frul) i AN ==

o N AR\
Z — 50 24 Ve \ N I
8 i g f &/ Y PN
< s £ P4 \ s kY
a A [ \ F o\
= = N
4 s \
w w

) =)
o} o
k-] -1
2 2
= =
H & _
1 =2} '|:; E
| Iy
1 I I L I I ol " L I L
0 1 2 3 4 5 [} 7 8 2 10 0 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10
Laiks (s) Laiks (s)
0.06 0.06
0.14 0.14
d F—=const=6Hz (e) ) Fuc—const.=6Hz (e)
Vi //’
g s s ¥ F
£ 01 £ 01 2 2
- -~ s -~
3 g £ Fl) 3
= El =1 finax(F f,-"m-( !) =%
x - X X 0.02 /y ] X 0.02
0.06 . Snax(£) \ T8 0.06 75 / 0.0
Vs / max; f
Fo-o----==2k---- :::--—:::::1—:"&:::
0.02 0.02 3
0 2 4 6 8 10 &0 80 100 0 2 4 6 8 10 80 100 120
Iteraciju skaits Vienmeérigo nolasu skaits Iteraciju skaits Vienmérigo nolasu skaits

4.14. att. Pirma signala atjaunosana no LC nolasém, kas iegtitas no ¢etru (pa kreisi) un astonu
(pa labi) ItTmenu skeérsojumiem: a) signals (nepartraukta Inija) un tam atbilstosas LC nolases
(melnie punkti), b) signalu veidojoso kosinusu frekvences /', (¢) (nepartrauktas linijas) un no
LC nolasém iegiita maksimala momentana frekvence }”mx (¢) (svitrlinija), c) starpibas signali
starp originalo un atjaunoto signalu, kas iegtti ar mazako kvadratu metodi bez nosacijumiem
(svitrlinija) un ar nosacfjumiem (nepartraukta linija), d) atjaunoSanas kliida atkariba no
pielietotas metodes — nepartrauktas Iinijas atbilst algoritmiem (4.29) (augsgja linija) un (4.41)
(apaksgjas divas Iinijas), svitrlinijas atbilst mazako kvadratu metodei (4.55) pirms (augs¢ja
svitrlinija) un p&c (apak$gja svitrlinija) nolasu korekcijas, €) signala s () atjaunosanas klida

atkariba no vienmerigo nolasu skaita
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Pirmais solis ir signala maksimalas momentanas frekvences J‘m_(t) noteikSana ar
4.4.2. apakSnodala aprakstito otro metodi (iegiitais rezultats paradits 4.14. att€éla (b) ar
svitrliniju), kam seko signala atjaunoSana ar algoritmiem (4.29) un (4.41) un mazako kvadratu
metodém (4.48) un (4.55). Katra gadfjuma iegiist atjaunoto signalu 5(¢) un kludas signalu
e(t)=s(t)—5(t), no kura aprekina atjauno$anas klidu

fj e’ (t)dt s
re—— )
I s e)ar

kas ir signalu &(7) un s(¢) energiju attieciba. Ta ka neizpildas nosacijumi (4.16) un (4.18), tad
preciza atjaunoSana nav sagaidama. Pieméram, mazako kvadratu metodes (4.48) gadijuma
lielie attalumi starp LC nolasém rada lielu kladas signalu (), kas 4.14. attela (c) paradits ar
svitrliniju. Kludas signalu (nepartraukta Iinija) izdodas samazinat ierobezota vertibu intervala,
kas praktiski neparsniedz 4/ slieksni, kur 4/ ir attalums starp blakus esoSiem vienmerigi
izvietotiem LC Iimeniem, ja (4.48) vieta izmanto mazako kvadratu metodi (4.55), kas
ierobezo atrisinajuma § vértibu apgabalu, un talak veic ieglito nolasu § korekciju saskana ar
4.13. attela paradito algoritmu.

Iterativo algoritmu (4.29) un (4.41) signalu ¢, (¢)=s(7)—5,(¢) un s(¢) energiju attieciba
r(i) mainas atkariba no iteraciju skaita i/, kas paradits 4.14. attéla (d) ar nepartrauktam
Iinijam. Augsgja Iinija atbilst klasiskas filtracijas algoritmam (4.29), ja filtra caurlaides josla ir
F,.=6 Hz, bet apak$gjas divas — laika mainigas filtracijas algoritmam (4.41), ja filtra
caurlaides joslu maina saskana ar /A’mx(t) (vidgja linija) un f,..(¢) (apakscja linija), kas
defingta ar izteiksmi (3.76). Ka redzams, tad laika mainigas filtracijas gadijuma iegitais
rezultats ir labaks. Turpat ar horizontalam svitrlinijam paraditas ar1 divas atjaunoSanas kltidas,
kas atbilst mazako kvadratu metodei (4.55), ja neizmanto nolaSu § korekcijas algoritmu
(augsgja svitrlinija), un — ja izmanto (apaks$gja svitrlinija). Ka redzams, tad péc korekcijas
atjaunosanas kluida nedaudz samazinas.

Ja LC vieta izmanto vienmérigo diskretizaciju, tad signala s(¢) atjauno$anas klida

mainas atkariba no diskretizacijas frekvences /,, kas nosaka signala FT spektra ierobezoSanu

josla Iidz f,/2. Atjaunosanas kliida atkariba no nolasu skaita f,@, kur @=10 s ir signala
garums, paradita 4.14. attéla (e). No (d) un (e) att€liem var aptuveni noteikt, cik nolases
vienmerigas diskretizacijas gadijjuma ir nepiecieSamas signala vienlidz precizai
reprezentacijai salidzinajuma ar LC nolaSu skaitu. Pieméram, 4.14. attéla pa kreisi klidu

r=0.03, ko LC gadijuma ar mazako kvadratu metodi (4.55) dod 84 LC nolases, vienmerigas
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diskretizacijas gadijuma iegiist no 96 nolasém, savukart 4.14. att€la pa labi — kladu » =0.006,

ko LC gadijuma dod 148 nolases, vienmérigas diskretizacijas gadijuma iegtst no 109

nolasém.
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4.15. att. Otra signala atjaunos$ana no LC nolasém, kas iegiitas no piecu (pa kreisi) un septinu
(pa labi) limenu Skérsojumiem: a) signals (nepartraukta Iinija) un tam atbilstosas LC nolases,
b) signalu veidojoso kosinusu frekvences f,,(¢) un no LC nolasém iegiita maksimala
momentana frekvence }‘m (¢), ¢) starpibas signali ¢(¢), kas iegiiti ar iterativo metodi (4.29)
(svitrlinija) un mazako kvadratu metodi (4.55) (nepartraukta linija), d) atjaunosanas kliida
atkariba no pielietotas metodes — nepartrauktas Iinijas atbilst algoritmiem (4.29) (augseja
Iinija) un (4.41) (apaksgjas divas linijas), svitrlinijas atbilst mazako kvadratu metodei (4.55)
pirms (augggja svitrlinija) un péc (apakseja svitrlinija) noladu korekcijas, e) signala s (¢)

atjaunosSanas kliida atkariba no vienmerigo nolasu skaita
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M
Otrais signals s5,(1)=) _ 4,cos(y, (1)) sastav no M =3 kosinusiem ar dazadam

frekvencem f,(7)>0 (4.15. attéls). Péc signala LC diskretizacijas ar 5 (pa kreisi) un 7 (pa
labi) vienmeérigi izvietotiem Iimeniem iegiist 77 un 111 LC nolases ar maksimalajiem
attalumiem 47,,,=0.79 un 0.52 s. Lidzigi ka ieprieks, sakuma atrod funkciju jA‘,W (¢) un talak
veic signala atjaunoSanu. Piecu limenu gadijuma labako rezultatu dod mazako kvadratu
metode ar ierobeZotam nolaSu § vértibam, savukart septinu limenpu gadijuma — iterativais
algoritms ar laika mainigu filtraciju atbilstosi funkcijam }‘m_(t) un f..(2). No (d) attéla arT
redzams, ka klasiskas filtracijas gadijuma algoritms (4.29) strauji diverg€ un dod lielu kltidas
signalu &(¢), kas 4.15. attgla (c) paradits ar svitrliniju.

TreSais signals ir [idz 4 kHz ierobezots 1.6 sekundes garS putna balss signals, kas
diskretiz&ts ar seSiem simetriski ap nulles asi vienmerigi izvietotiem limeniem (4.16. att€ls).
Rezultata iegtst 8640 LC nolases, no kuram sakuma atrod signala maksimalo momentano

frekvenci _}",W (1), kas 4.16. attgla (a) paradita ar melno nepartraukto liniju, bet attéla (b) — ar

svitrliniju kopa ar signala STFT laika-frekvences sadalijumu. P&c }‘max( t) noteik3anas seko
signala atjaunoSana, ko veic atseviski pa fragmentiem, kuros signals ir aktivs (pavisam ir 8
fragmenti). Rezultata pec 10 iteracijam ar algoritmu (4.41) iegutie 3 signala fragmenti ar
peleko krasu paraditi 4.16. attgla (c), bet k]adas signals ¢(#) — ar melno krasu. Visu fragmentu
atjaunosanas kliida atkariba no iteraciju skaita paradita 4.16. att€la (d). Ka redzams, tad
lidzigu rezultatu dod mazako kvadratu metode (4.55), bet nedaudz sliktaku rezultatu —
iterativais algoritms ar klasisko filtraciju.

Ja signala reprezentacijai izmanto vienmérigo diskretizaciju, tad atkariba no nolaSu
skaita /', © iegiist 4.16. att€la (e) paradito atjaunosanas kliidu. No (d) un (e) attéliem izriet, ka
LC gadijuma klidu »=0.01 dod 8640 nolases, bet vienmérigas diskretizacijas gadijuma —
11900 nolases. Sads LC nolasu skaita samazindjums salidzindjuma ar vienmérigo

diskretizaciju biis jo lielaks, jo garaki biis laika intervali starp signala aktivajiem periodiem.
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4.16. att. Putna balss signala atjaunoSana no LC nolasém, kas iegtitas no seSu Iimenu

Skersojumiem: a) signals un tam atbilstosas LC nolases, un no tam iegiita maksimala
momentana frekvence ;’max (¢) (melna Iinija), b) signala fragmenta STFT laika-frekvences

sadalfjums un maksimala momentana frekvence ]Apmax (¢) (svitrlinija), c) atjaunotais (peleka
krasa) un starpibas (melna krasa) signali ¢(7), kas iegiiti ar iterativo metodi (4.41), d)
atjaunoSanas kliida atkariba no metodes — nepartrauktas linijas atbilst algoritmiem (4.29)
(augsgja Iinija) un (4.41) (apaksgja linija), svitrlinijas atbilst mazako kvadratu metodei (4.55)
pirms (augggja svitrlinija) un péc (apakseja svitrlinija) noladu korekcijas, e) signala s (¢)

atjaunosSanas kliida atkariba no vienmerigo nolasu skaita
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4.5. Kopsavilkums

Ceturtaja nodala ir apskatita LC diskretizacija, saskana ar kuru signala nolases tiek

nemtas signala un iepriek§ uzdotu Ilimenu Sk&rsojumu vietas. Sada analogs-ciparu

parveidojuma rezultata iegiist laika nevienmerigi izvietotas nolases, attalumi starp kuram ir

atkarigi ne tikai no uzdotajiem limeniem, bet arl no signala maksimalas momentanas

frekvences. Sada pieeja lauj vienkarSot datu ieguvi, bet sarezgitaku padara to pecapstradi,

saistiba ar kuru autors:

)

2)

3)

4)

izstradajis metodes signalu maksimalas momentanas frekvences noteikSanai no LC
nolasém;

formulgjis pietickamo nosacijumu signalu precizai atjaunosSanai no laika nevienmeérigi
izvietotam nolasém, saskana ar kuru atjaunoSana ir iesp&jama pat tad, ja maksimalais
laika intervals starp secigam nolaseém parsniedz Naikvista soli, kas ir klasiskais
ierobezojums literatiira sastopamajam metodém,;

atbilstosi formul€tajam nosacijumam piedavajis vairakas metodes signalu atjaunoSanai
no LC nolasém, kuras visas var realizét saskapa ar divam pieejam — sakuma veic
transforméta laika signala atjaunoSanu un tad ar inverso parveidojumu iegist pasu
signalu (laika transformacijai un inversajam parveidojumam izmanto no LC nolasém
legiito maksimalo momentani frekvenci), vai ari — ar pirmaja gadijuma lietoto metozu
modific€tajam versijam veic signala tieSu atjaunosanu;

ar vairakiem signalu atjaunoSanas piemériem veicis izstradato metozu parbaudi un iegiito
rezultatu salidzinajumus, kas lauj secinat, ka signalatkarigas teorijas pielietojums LC

gadfjuma paaugstina signalu atjaunoSanas precizitati.
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5.LC DISKRETIZACIJAS PRAKTISKA REALIZACIJA

Ceturtaja nodala apskatitais LC parveidojums ir realiz€ts ar1 praktiski. Lai samazinatu
troksna ietekmi un izvairitos no parak isiem laika intervaliem starp secigam nolasém, kas var
radit klidu parveidojuma, tad katru nakamo LC nolasi nem tikai tad, kad signala izmaina no

ieprieks€jas nolases vertibas sasniedz noteiktu delta slieksni 4/ (5.1. att€ls pa labi).
s(1) s(f)

5.1. att. Limenu-8kérsojumu (pa kreisi) un delta-izmainu (pa labi) diskretizacija
Sadu delta-izmainu parveidojumu var realizét péc sekojosa principa (5.2. attéls). Ieejas signals
5(¢) laika intervala Iidz 7, atrodas starp diviem [imeniem: V., (¢ )=0, un y,,(1)=l,+ 241=I
Signalam samazinoties un laika momenta /, §kérsojot apak3gjo Itmeni /,, signalu yd,,w,,(t) un
Vup (t) vértibas tiek samazinatas par 4/, ka rezultata signals laika intervala no 7, lidz 7, atrodas
starp jaunajiem limeniem Vg, (7)=/; un yup(t)ZZ 3+ 241=I[s. Lidziga veida tiek mainitas
ydmm(t ) un yup(t ) vertibas laika momentos 7, un 75, ka rezultata signals laika intervala no 7;
lidz 7, atrodas starp limeniem yd(,wn(t )Zl | un yl,,,(t)ZI \+241=1;. Savukart laika momentos
f,un 5, kad signals pieaug un $kérso augsgjos Iimenus /; un /,, yd(,wn(t) un yup(t) vertibas tiek

palielinatas par 4/. Rezultata signals s(¢) praktiski vienmér atrodas starp limeniem V.., (¢)

un y,, (¢), kurus Skersojot tiek fiks€tas signala LC nolases.

b s(1)
16 L el Ml m -
4—}’,,,,(-9)
!5 """ T
Al
I f—y e 241
Iy ooy .
| s(0)—
]2 e e
: ! +— }"a’mwr (I) I
=i T
n 1, 1 o1 g

5.2. att. Delta-izmainu praktiskas realizacijas darbibas principa ilustr&jums
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Aprakstito delta-izmainu parveidojuma principu var realizét saskana ar 5.3. attéla

paradito blokshému.

4

241 p
| N Skaititajs }:ﬁ’mwr(r}
s\t 0—{>gr : cAe

I

"down"

O— =
}':f'mrn(r}

5.3. att. Delta-izmainu diskretizacijas blokshema

Teejas signals s(z) tiek pievadits diviem komparatoriem, kuri to salidzina ar sprieguma
limeniem ¥ o, (1) un 3, (¢) =Y g (2) + 241, turklat v, (1)<s(z)<y,, (7). Ja signals pieaug
un Skérso Itmeni yup(t), tad nostrada augs$ejais komparators, kas skaititaja izejas ciparu
vertibu palielina par “+1”, ka rezultata CAP izejas spriegums ydown(t) palielinas par 4/, un
izpildas nevienadiba ydawn(t)<s(t)< yup(l‘). Ja signals samazinas un $kérso limeni ydawn(t),
tad nostrada apaks€jais komparators, kas skaititaja izejas ciparu vertibu samazina par “—17, ka
rezultata CAP izejas spriegums (/) samazinds par 4/, un atkal izpildas nevienadiba
Vi) <5 (1)< 3, 1),

5.3. att€la paraditajai blokshémai atbilstosa elektroniska shéma, kas modeléta PSpice
vidg, dota 8. pielikuma. Ta realizé 32 limenu parveidojumu ar attalumu starp limeniem 4/=

50mV. Shémas simulacijas rezultats, ja ieejas signals ir 2 kHz sinusoida, paradits 5.4. attéla.

Down TITTIITTTTITITT T T T T TTTT
Up TTTTITTTITIITIITIT I T T 7T

soemy

LaBmy

au+

—488mU -

-888mU

T T T T T T
188us 200us 3088us 4B0us S@8us 60Bus 708us
o U{U2A:0UT) +« W{RG6:2) = UCUI3A:0UT)
Time

5.4. att. Sinusoidala signala 32 limenu delta-izmainu diskretizacija
Ka redzams, tad diskretizacija sakas no briza, kad signals samazinas un S$kérso apaksgjo

Iimeni, kura sakuma vértiba ir aptuveni 70 mV. Augsa paraditos ciparu signalus “up” un
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“down”, kas maina skaititaja izejas ciparu vértibu un attiecigi ari CAP izejas signalu Vo, (7 ),

var izmantot signalu s (¢) aptuvenai atjauno$anai saskana ar 5.5. attgla paradito blokshemu.

"up" Skaititajs 2E (
4 [ CAP e — 5(1)
"down"” 1 V] filtrs

5.5. att. Delta-izmainu diskretizacijas atjaunotaja blokshéma
CAP izejas signals Saja gadijuma sakrit ar kapnveida signalu, kura nogludinasanai izmanto
zemo frekvencu filtru.

P&c Iidzibas ar 8. pielikuma doto elektronisko shému ir izgatavota 5.6. att€la paradita
iespiedplate, kura realiz€ti 16 diskretizacijas Iimeni, kas vienmerigi izvietoti diapazona no
-10V lidz +10V. Ar osciloskopu uzpemtais runas signala delta-izmainu diskretizacijas
rezultats paradits 5.7. att€la. Ka tika secinats no mérfjjumiem, tad izstradata plate spgj
diskretizet signalus josla lidz 10 kHz, bet pie lielakam frekvencém limeni yup(t) un ydown(t)

vairs nespéj izsekot signala izmainam.

Prevu M 20.0ms

Zoom Factor: 50 X

i Y a|
LT | L | LI
n{ | | m“ | | | | : Z 400ps 50.0Kk57s
I : +v0.00000 s 10k points
s o
»J= Timing Resolution: 20.0us

5.7. att. Ar osciloskopu uznemtie runas signala (zala Iinija) delta-izmainu diskretizacijas
signali: zila linija atbilst CAP izejai ¥ s (t ), sarkana linija — signalam y,, (t ), un zemak

redzamas divas melnas krasas impulsu virknes — “up” un “down” ciparu signaliem
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Nobeigums

Promocijas darba mérkis bija izpétit un teorétiski pamatot, ka atkariba no signala laika

mainigas aktivitates (spektrala sastava) izv€leties nolasu izvietojumu laika, lai tas precizi

reprezentétu analogo signalu, ka arT izpétit, vai §1s zinasanas var izmantot signalu atjaunoSanai

no laika nevienmérigi izvietotam nolasém, kas iegttas signalatkarigu parveidojumu rezultata.

AtbilstoS1 mérka sasniegSanai izvirzitajam uzdevumam: izstradat teoriju un metodes

signalu signalatkarigai diskretizacijai un atjaunoSanai, autors ir ieguvis $adus galvenos

rezultatus:

1.

Ieguvis paplaSinato Furjé rindu periodisku signalu izveérsei trigonometrisku funkciju
rinda ar laika mainigam frekvencém, kas lauj ar samazinatu koeficientu skaitu
reprezentet nestacionarus signalus, kuru spektralie sastavi ir laika mainigi (to demonstré
3.6.2. apak$nodala paraditie pieméri).

Formulgjis paplaSinato nolasu teorému signalu diskretizacijai saskana ar brivi izvéletu
monotoni augo3u funkciju @ (¢).

Izstradajis signala maksimalas momentanas frekvences }”max (¢) noteiksanas metodes, lai

talak So frekvenci izmantotu signalu signalatkarigai diskretizacijai saskapa ar
paplaSinato nolaSu teorému: no ]A('max (¢) atrod @ (), bet no @ () — nolasu laika pozicijas
1,=® '(nY). Rezultata tiek atbildéts uz darba merki izvirzito pirmo jautajumu par
nolaSu izvietojumu atkariba no signala laika mainiga spektrala sastava, ko reprezente
funkcija ]A‘,W ().

Balstoties uz paplasinato nolasu teorému, formulgjis pietickamo nosacijumu (4.18)
signalu precizai atjaunoSanai no laikd nevienmerigi izvietotam nolasém, kas klist
iesp&jams pat tad, ja maksimalais laika intervals starp secigam nolas@m parsniedz
Naikvista soli. Sis rezultats lauj atbildét uz darba mérki izvirzito otro jautajumu par
izstradatas teorijas pielietojumu signalu atjaunosanai no laika nevienmerigi izvietotam
nolasém, kas iegiitas signalatkarigu parveidojumu rezultata.

Atbilstosi formul@tajam nosacijumam (4.18) piedavajis vairakas metodes signalu
atjaunoSanai no LC nolasém, viena no kuram (mazako kvadratu metode ar
nosacijumiem) izmanto zinasanas par signala ierobeZotajiem veértibu apgabaliem laika
intervalos starp secigam LC nolaseém.

Veicis izstradato signalatkarigo metozu simulacijas MATLAB vidé un sniedzis iegiito

rezultatu novert€jumu un secinajumus.
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7. lzstradajis signalatkariga analogs-ciparu parveidotaja iespiedplati, kas darbojas péc
limenu-skérsojumu diskretizacijas principa.
Nemot véra uzskaititos rezultatus, var secinat, ka promocijas darba izvirzitais mérkis ir

sasniegts.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
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1. pielikums

Minimizacijas uzdevuma atrisinajums

Apzimgjot ,(t)=sinc(zt—m n), kludas signala

00

e(t)=s(t)=3(t)=s(t)= 2. 5(n)gp,(1)

energija
£.=] st 3 stnlo, o) a ®L1)

ir atkariga no nolasu 5 () vértibam. Energijas minimumu meklIg, risinot vienadojumu sistemu

aES—O keZ
os5(k) | '
Veicot (P1.1) parcialo atvasinasanu, iegtist
st t0a= 3 5601 | o )oufeat) ke ?12)

Nemot véra, ka ¢,(¢)=sinc(7w¢—7 n), integrali

i’i(pn(t)gok(t)dtzzsinc(n(t—n))sinc(n(t—k))dtzf sine (¢ )sine(z (k—n—1))dt (P13)

atrod, izmantojot Furj€ transformaciju 1pasibu: divu signalu kompozicijas spektralais blivums
vienads %o signdlu spektrilo blivumu reizinajumam. Tatad, ja signaliem s,(7) un s,(¢)

atbilstosie spektralie blivumi ir S,(f) un S,(f), tad signala 53(t):f s\(1)s,(t—1)d1

spektralais blivums bas S;(f)=S,(/)S,(f). Saja gadijuma s,(¢)=s,(¢)=sinc(z¢) un

spektralie blivumi

Sl(f)ZSz(f):{la ja |fls1/2

0, citur,
ko viegli pieradit, izmantojot inverso Furje transformaciju:

o 1/2 .
_ 2 ft o jeaft g1 jai_ —jany_sin(me) _ .
si(t)=] 8,(f)e df—{/ze df =gyl me )= T msine ).
Tatad
S(£1=S,(1)5, ()|} B2 r1=172
, citur.
Savukart
+o0 +o0 o .
s,(t)= f sinc (7 ’L')Sil’lc(ﬂ(l‘—‘[)>d’[:f S, (f)e*™ df = f e’ df =sinc(xt). (P1.4)
—oo0 —o ~1/2



Lidz ar to no (P1.3) un (P1.4) iegust
+o0 _+30 . ' o - - B 1’ ja P
L(pn(t)(pk(t)dt—Lsmc(nr)smc(n(k n—t))dr=sinc(z (k—n))= 0. Ja nek,

un funkcijas ¢,(¢)=sinc(z(t—n)), n€Z, veido ortonormalu funkciju saimi. Rezultatd no

(P1.2) seko:

118



2. pielikums

Tre$as kartas B-splainu interpolacijas funkcija

B-splainu kompozicijas izteiksme (1.27) ir ekvivalenta izteiksmei [84]

"H(—l)k i n+ 1Y n+ 1)
"(t)= — L CM =k + —— t—k+
ﬂ ( ) kZ::‘) l’l' k 2 u 2 /3
kur
1, ja t=0
l 9
u(t) [o, ja 1<0
un
!
Cn: n.:
kN n—k)
Attiecigi tresas kartas B-splaina izteiksme
£ (1) | |4=6kF>300, ja 1>l0
53(1)=ZTC2(1—/€+2)"M(1—/€+2)=g' 2—F)P, ja 2>)=1
=0 0, ja kl=2.
Liekot ¢ (n)=f’(n) izteiksme (1.50), iegiist ciparu korekcijas filtru
1 6 6 Z; Z
. Z|l= pu— f— —
Oin 2) S B srars Z]_ZZ(ZZ_Z ZI_Z], (P2.1)

nez

kur z,=\3—2unz,=1/z,, Parveidojot (P2.1) iegist

_ 6 z Zy _ 6z 1 |
o=t [ T e

_ _ _ 2 -
Z,—zZ,\z—Z, z, Zl_l 1_212

Nemot vera, ka saskaitamos iekavas var izverst pakapju rindas:

® —1
71 :Z Zk Zik 1 _ Nk k_ -k _—k
- 1Z un —1= z/z = z,'z

—zZz k=1 k=—w

>

tad

tad Qim( z) ir secibas



z-transformacija. Ievietojot Sos koeficientus izteiksmé (1.52), iegist tresas kartas B-splaina
interpolacijas funkciju
6z, &
Pult)=—— 2 2 (1=k),

2
Zl_l k=—w

kas 1.6. attéla paradita ar tumsSo Iiniju.
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3. pielikums

Izstieptas sferoidalas vilpu funkcijas

Signali vienlaikus nevar bt ierobezoti laika un frekvencu apgabalos [7], tap&c interesi
rada funkcijas, kas ierobezotas viena apgabala, bet otra ir maksimali kompaktas. Uzdevums
$adu funkciju atraanai ir — no visam frekvencu josla @ €[—o , o | ierobezotam funkcijam y ()

atrast tadu, kurai attieciba
J Wo(e)f e
J bt

ir maksimala (izteiksmes (P3.1) skaititajs atbilst funkcijas energijai laika intervala ¢t €[—7, 7],

(P3.1)

bet saucgjs — tas pilnajai energijai) [48], [74]. Risinot maksimalas attiecibas uzdevumu, nonak

pie integralvienadojuma

J 3x) % sine(o1x)) de=1y 1), ®32)

kura kreisa puse ir konvoliicijas integralis ar integré$anas intervalu [—7, 7], lidz ar to (P3.2) ir

ekvivalents izteiksmei

5t p{Zsimetan vt

kur

L(t)=[1’ ja k<172
0, citur

ir taisnstiira logs. Tas nozZimé, ka kreisa puse apzimé signala y(¢) ierobezosanu laika intervala
[—17, 7], kam seko ierobezota signala filtracija ar idealu zemo frekvenéu filtru, kura caurlaides
josla ir [—o, o ]. Savukart no labas puses izriet, ka filtra izejas signalam jasakrit ar originalo
signalu y(z), kas pareizinats ar konstanti A, kuras vértiba, nemot véra, ka ideals zemo
frekvencu filtrs ieejas signalu nepastiprina, ir mazaka par 1.

Integralvienadojuma (P3.2) atrisinajumi (ipasfunkcijas) ir izstieptas sferoidalas vilnu
funkcijas (Prolate Spheroidal Wave Functions: PSWF) p,(a,t) ar tam atbilstoSajam
ipa§vértibam 1>1,(a)>4,(a)>...> 1,(a)>...>0, kas atkarigas no parametra a=c 7 [74].
Indeksa n vertiba sakrit ar go,,(a N ) nulles limena $k&rsojumu skaitu laika intervala [—7, 7], un
pie n=0 funkcijai ¢,(a, ) attieciba (P3.1) ir maksimala.

PSWF ir realas funkcijas, kas ir ortonormalas bezgaliga laika intervala [—o0, 0] un
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ortogonalas ierobezota laika intervala |—7,7], ti.,

I _J1, ja n=m
Lwn(a,t)com(a,t)—[o’ ‘@ nm (P3.3)
un
f¢}1(a’t>¢ln(a’[):|g”(a>’ J-a = (P3.4)
— , ja nxm.

No (P3.3) un (P3.4) izriet, ka funkciju ¢,(a@, ) pilnd energija ir 1, bet laika intervala [—7, 7]
So funkciju energija ir 4, (a). Tas nozimé, ka mazam 4, (a) vértibam funkciju o,(a,t) energija
koncentréta arpus intervala [—7,7], bet lielam (tuvu vienam) /1,1(61) veértibam — intervala
iekSpuse.

Ta ka (¢,(a,1)},—0, . veido ortonormalu funkciju bazi, tad frekvendu josla [—o, o |

ierobezotus signalus s(¢) var izteikt ar linearu PSWF kombinaciju

=§cmn(a,t), (P3.5)
kur
cnz_T s(t)o,(a,t)dt
un

Pareizinot (P3.5) abas puses ar ¢,,(a, ¢) un integr&jot tas robezas no —7 lidz r, un nemot véra
ortogonalitates Tpasibu (P3.4), iegust

f t)o,la, t)d (P3.6)

Tatad rindas (P3.5) koeficientus ¢, var atrast no signala s(¢) vértibam ierobezota laika
intervala [—7, ], Iidz ar to aproksimacijas izteiksme
N
:z Cllgoll(a’ t)
n=0
ir deriga frekvencu josla ierobezotu signalu ekstrapolacijai arpus dotd intervala.

Aproksimacijas kluda

]i(SO)—SN(z))Zdt: i L

n=N+1
bis jo mazaka, jo lielaks bus V.
Izteiksmi (P3.5) ar koeficientiem (P3.6) var lietot ari frekvencu josla neierobezotu

signalu att€losanai, tomér $aja gadijuma att€lojums biis precizs tikai uzdotaja laika intervala
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[—7,7] [74].

PSWF aprékinam var lietot dazadas metodes [31], [44], [74], [92], kas atSkiras p&c
sarezgitibas un precizitates. Viena no pieejam ir PSWF izteikSana ar Helmholca vienadojuma
pirma veida atrisinajuma funkcijam R, ,,(a , t) un SOn(a , t), kas ieglitas ar mainigo atdaliSanas

metodi sferoidalaja koordinatu sisteéma:

V2, (a)

onla,)="222 5 (atl7),
w,(a)
kur
7(a)=29 R (a.1)
T
un

1

w(a)=] 85, (at)dr.

-1
Vel viena pieeja balstas uz integralvienadojuma (P3.2) parveidoSanu diskréta forma,

aizvietojot x=/T unt=q T, kur T ir diskretizacijas solis. Rezultata iegust

i y(1T)L Tsinc(o(qg—1)T)=2y(qT), (P3.7)

Py T
kur L=|7/T |. Rakstot (P3.7) matricu forma, iegiist
Gy=1y, (P3.8)
kur y ir (20 + 1)x 1 kolonnas vektors ar elementiem
y,=y((g=0-1)T),¢=12,....20+1,

un G ir (20 + 1)X(2 0+ 1) kvadratiska matrica ar elementiem

% Tsinc(o(g=1)T), ja [I-1-0|<L
T

G =
0, ja [[I-1-Q|>L.

q,1

No (P3.8) izriet, ka diskréta laika PSWF ir matricas G 1pasvektori y,, kuriem atbilstosas

pa§vertibas ir 4,. Aprékinato funkciju piemérs, ja r =4 un o =4, paradits P3.1. attela.
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=-n=0
(] e

-n=2

n=9 !
2
1]
1
-1 0
-5 0 5 -5 1] 5
1
n=12
2
1]
1
-1 0
-5 0 8 -5 1] 5
Laiks (s) () (radis)

P3.1. att. Funkciju ¢,(a, ¢) attelojums laika (pa labi) un frekvencu (pa kreisi) apgabalos, ja
parametrs a=o =16
No attéliem redzams, ka frekvencu apgabala funkcijas ¢,(a,t) ir praktiski ierobeZotas, bet
laika apgabala, pieaugot indeksa 7 vértibai, funkciju energija intervala [—7, 7| samazinas. To

parada arf funkcijam atbilstosas ipa§vertibas 4,(a) P3.2. attéla.

——a=4
-—2a=16
== a=36
08
o
=< 06
~
04r
02
0 e e e e e
0 20 25 30

P3.2. att. Funkciju ¢,(a, t) ipagvértibas 1, (a)
Maksimalo indeksa vertibu, kurai ipaSvertiba vél ir tuvu vienam, nosaka parametrs a — jo
lielaks a, jo lielaka §1 vértiba [74].

PSWF var izmantot signala spektrala sastava noteikSanai ar augstu izskirtsp&ju. Ta ka
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analiz&ts tiek galiga garuma signala fragments laika intervala [—7, 7], tad optimalajai loga
funkcijai /(¢) jabut ar ierobeZotu garumu 27 un maksimali kompaktai uzdotaja frekvenéu

josla [—o, 0], t.i, attiecibai
JlH (o) do
JH()fdw

jabiit maksimalai. Rezultata labaka izvéle ir 4 (1)=¢,(a, t) [48], kas dod augstaku iz8kirtsp&ju

frekvencu apgabala salidzinajuma ar taisnsttira, Haminga, Kaizera un citam funkcijam [53].
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4. pielikums

PaplasSinatas trigonometrisko funkciju Furjé rindas koeficientu izvedums

Trigonometriskas EFS rindas

S(t)Z%a0+ z ancos(n%@(t))Jr b,,sin<n¢2_”qb<t))

koeficientus @, un b,, atrod, minimizgjot energiju

| 1 & 2 x ’
E:{m s(t)—EaO—nZ::Iancos(n (@)¢())+b sin ( @(@)@(l‘)) dt, (P4.1)
un ieverojot izteiksmes
2) - ?(0)
!g%)cosw @2@)@(”)“: -uzcb(t),duzé'(t)dtzﬁdt-: f cos(n;(g)u)du:o,
6 r 7 @(0)

{ g%t)sin(n@2(2>@(t))dtz_uzqﬁ(t),du:@'(t)dt:$dt_= j sin(n®2(2>u)du=0,
:rﬁcos(n @2(2)qs(t))cos(kdf(g)@(r))dz:[u:@(z),du:qs'<z>dz:$dz]:
_if) 2n 2T\ ay=1P(0)/2, ja n=k
= cos(n¢(@)u)cos( @(@)u) u—[O’ ia nek.
jﬁcos(n @2(7;)@(t))sin(k%@(t))dt:[ :@(r),du:qsf(t)dtzﬁdt]:

®(0)
:{ cos(nq§2<g)u)sin(k 2<g)u)du—0,
_:fg—sm ( o(1)sin(k @2(2)qb(t))dt:lu:cb(t),duzeb'(t)dt:$dt]:

Veicot (P4.1) parcialo atvasinasanu péc ¢, un pielidzinot to nullei, iegtst

8a0 fﬁ s(7) —%ao }Z{a cos| @)@(1))+bnsin(n @2(2)@“)))(_1)6#:
s(t)

gﬂ

m+%%@@ﬁm
no kurienes seko
2 j)- S t
0 g )
Veicot (P4.1) parcialo atvasinaSanu péc 4,, kur k=1,2,..., un pielidzinot to nullei, icgtst
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da, 4 gl1) (0) "ol
| —COS 27[ =— @MCOS 27[ a =
( (kd)(@)qﬁ(t)))dt 2 S0 coslh 2 00)ar + 0, 0(0)=0,

no kurienes seko

2 Tl 27
ak—@(@){g(t)cos(k D (t))dt.

Veicot (P4.1) parcialo atvasina$anu péc b, un pielidzinot to nullei, iegiist

S—ZZ{ ﬁ(s(t)—%ao—g a,cos(n @2(2) @(t))+ b, sin(n qj(g) D(t))}
. 2 _ < s(t) . 27 _
-(—sm(km@(t)))dt——2{g—t)sm(k 2wl dr+ b,0(6)=0,

no kurienes seko

Nemot véra koeficientu @, un b, izteiksmes, var atrast svérta signala s(¢)//g(7)

energiju
t e °° 2 2r -
dt= acosn D(t))+ b sin(n D(t))| di=
[t ar=] o (ba+ S acosln 255000+ bsinln- 2 o l0)
=¢(@)(%a0+ IS itn
n=1

no kuras izriet Parsevala vienadiba

1 @Sz(t) pn 1
#o)) g =a i+ 52

Ja signalu s(¢) aproksimé ar galiga garuma n<N EFS rindu, tad aproksimacijas

kludas signala energija ir

E(N)={g%t)s ao ;a"cos (@)Qﬁ(t))—i-bnsin(nM@(t)) di=
- amoteldiie 13 i s-Loto) £ sivrino

no kuras izriet Besela nevienadiba

o 2 N
1 s (t) 1 » 1 2 2
— >—qal+ + b
(0 _!: dt=—a, 2,;61" b,

~—
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5. pielikums
Paplasinatas komplekso eksponentfunkciju Furjé rindas koeficientu

izvedums

Komplekso eksponentfunkciju EFS rindas

27

=3 e, v

n=—00

koeficientus ¢, atrod, minimiz&jot energiju

(P5.1)
un ieverojot sverto ortogonalitati
° n—2X_o(1) - jk—2"(r)
| L "ot " elel dz:lu:@(t),a’u:qﬁ’(t)dt:Ldt]:
0 g(’) g(l)
®(0) /'11277[11 7/‘k27”u :
_ f . ®(0) ) du:{@(@), J.a n=k
) 0, ja n#k.
Veicot (P5.1) parcialo atvasinasanu péc ¢, un pielidzinot to nullei, iegtist
(©] . 2rm . 27 %} L 21
E _2 ) jn o)\ —jk @(1) t —Jjk @(1)
i{f——W%ZCWMM)e”@dmﬂI“U "1 i+ 2¢,0(6)=0,
8ck 0 g(l) n=—o 0 g(t)
no kurienes seko

@] ., 27
1 S(t) e 2
c,=——— e o dt.
‘ g15(@){g(f)

Nemot véra koeficientu ¢, izteiksmi, atrast var svérta signala s (¢)/+/g (¢ ) energiju
%]
Is(£)f U 1L P
o C
_!‘ g (t ) z | n

n=-—oo
no kuras izriet Parsevala vienadiba

L@)j:k(t)lzdt:i P

gl(t) "

o 4271

o’ﬁ@
A‘_

b
/1 =— 00

n=—0o0

Ja signalu s(¢) aproksimé ar galiga garuma |2|<N EFS rindu, tad aproksimacijas
kludas signala energija ir

E(N)—jj 20 }s Z ce-%(p(j dtZE %dt—@ Z e f=®(0) > [ (P5.2)

n=—

b BN +1
no kuras izriet Besela nevienadiba




6. pielikums

Linearas interpolacijas signala Furjé rindas koeficientu izvedums

Linearas interpolacijas gadijuma signala 3, ([”)(t ) Furjé rindas koeficientus 7, atrod no

signala FT spektra S () pie frekvencem m2 7/ O saskana ar izteiksmi

1

ym:ES’(mzn/@), (P6.1)
Savukart §S(,”)(l ) FT spektrs ir
o N-=2
S(w)=2, 5,(0), (P6.2)
n=0

kur

t —jot t” —jo tn - tn —jo —jo
S( n)e _/w”_S( +1)e J fﬁl_‘(g( +l) )S<2 )(6 J t”_e J t,,+|)’ ja k()|>0
S (w)= g1 =)@ (P6.3)

tn+1_ln)’ ja CO:()

atbilst P6.1. att€la ar sarkano krasu izcelta signala fragmenta spektram.

kog(r]

—

P6.1. att. Signala s (t) (zila linija) LC nolasu s (t,) linearas interpolacijas rezultata iegtita
signala i(,ﬂ)(l ) (melna linija) fragments (sarkana linija) starp , un?,, .

No izteiksmém (P6.1), (P6.2) un (P6.3) izriet:

1 N-2 —jmz—()”t” —jmz—()”t/” . @(S(t . )—S(l‘ Z)) —jmz—@”tﬂ —jmz—()”f,” !
— A _ e, + ¥ I _ o P .4
Y m ]an;) S(tn>e S(tr1+l>e j27Tm(tn+]_tn> (e e ) 5( 6 )

ja [n|>0, un

(s(t,. )+ s(2,))(t,1=1,), (P6.5)

jam=0.
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7. pielikums

Pakapienveida interpolacijas signala paplasinatas Furjé rindas koeficientu
izvedums

Pakapienveida interpolacijas gadijuma signala §S(,”)(f ) EFS koeficientus ¢,, atrod no

signala EFT spektra S (e g) pie frekvencem m2 /@ (O ), me Z, saskana ar izteiksmi

1
cmzmS(mbr/Cb(@)), (P7.1)
kur
S*(wg):i S, (w,), (P7.2)

un S,Z(a)g) atbilst P7.1. attela ar sarkano krasu izcelta signala fragmenta EFT spektram, ja

10:t09 n:®_l(((p(l‘n71) + Q(tn)>/2)a I’ZE[I ’ N_l]a un TN:tN—1:

—jo, (7, ) —jo,®(z) :
e/t M, a0 »73)

ja w,=0

P7.1. att. Signala s(¢) (zila linija) LC nolasu s (z,) pakapienveida interpolacijas rezultata
legiita signala 55.0”)(1 ) (melna linija) fragments (sarkana linija) starp 7, un 7, ,

No izteiksmém (P7.1), (P7.2) un (P7.3) izriet:

. Nl - '1712,77T<1J(7:,H ) - 'mzid)(r”)
3 J Z S(t”) e " ol6) —e " oi6) , ja lm|>0
cm: Tm .- (P7 4)
1 = ) .
— t (D - =0
@(@) ’;) S( n)( (T;1+1) (Tn))ﬂ Ja m
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8. pielikums

PSpice vide modeléta delta-izmainu diskretizacijas elektroniska shéma

Ll e

T4 e T
r\IIJ . ]
> | 3
L T TALS00

3.

[FER P Down

2 a5 F ) -

" - & uisa ) Uiaa Ut
L I~ 2 1 2 1

L TS0

3| = 1 744 o0 Tt a1
'

1

o

5. ¢ 6.

8.
I
]
R DK R3 §::u ] §:¢ R21 §::u Rz2 §:«
Rig
Ui m25 R =19 R0 "1
3 fy Ay 'y Ay Wiy — Ey
— 470 2K 1 1 1 1
1 8 Ri15
; ' Ay A
A i 200 100
[ 0] - ki 28
D Rl <k g,

Shéma apvilktie bloki:
Operaciju pastiprinataja slégums, kas no 8. bloka CAP izejas (“DacOut”) atnem divkarsu
attaluma starp Iimeniem 4/ vértibu 2 4/=—100 mV  (“dU”), kas Saja gadijuma ir
negativa, Iidz ar to $o bloku var uzskatit par summatoru, kas CAP izejai pieskaita |2 4!
vertibu.
Komparatora slégums ieejas signala (“Uin”) salidzinaSanai ar aug$&ja [imena vertibu.
Logisko elementu slégums, kas aug$éja limena SkérsosSanas bridi formé isu impulsu
(“Up”) skaititaja izejas ciparu vértibas palielinasanai par “+1”.
Sprieguma atkartotajs, kas tiek pieslégts CAP izejai.

Komparatora slégums ieejas signala (“Uin”) salidzinasanai ar apaks¢ja [imena vertibu, kas
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sakrit ar CAP izejas signalu.

. Logisko elementu slégums, kas apak$gja Iimena SkérsoSanas bridi formé isu impulsu
(“Down”) skaititaja izejas ciparu vertibas samazinaSanai par “—1”.

. Piecu bitu “Up/Down” skaititajs, kura sakotn&jo izejas ciparu kombinaciju uzstada:
“10000”, kas CAP izeja dod nullei tuvu sakotngjo vertibu. Skaititaju Saja gadijuma
saslédz no diviem cCetru bitu “Up/Down” skaititajiem.

Ar rezistoru slégumu realizéts CAP, kura ieejas bitu kombinacijas mainai par “+1” vai “—
17 atbilst izejas sprieguma maina par |4/|=50 mV vai —|4/|=—50 mV.

. Invert&josais pastiprinatajs divkarsa attaluma 2 4/=—100 mV sprieguma iegtiSanai.
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